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案案案例例例1 导导导数数数与与与偏偏偏导导导数数数在在在液液液压压压传传传动动动中中中的的的应应应用用用

1.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

1.1.1 背背背景景景简简简介介介

在液压传动系统中，油缸和油马达是常见的执行元件。油缸活塞移动速度和油马达输出转
速是衡量液压系统性能的重要指标，它们与液压油流量、油缸活塞作用面积、油马达容积效率

等参数密切相关。

1.1.2 应应应用用用目目目标标标

通过分析油缸活塞移动速度和油马达输出转速相对于相关变量的变化率，有助于深入理解

液压系统的工作特性，为液压系统的设计、调试和优化提供理论依据，比如在设计时合理选择
液压泵流量，在调试时评估系统性能变化等。

1.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

1.2.1 问问问题题题描描描述述述

已知油缸活塞移动速度 v 逽 10Q1

F 和油马达输出转速 n 逽 Q2ηr
10−3q0

的计算公式，其中涉及

多个物理量。需要分别求油缸活塞移动速度 v 相对于输入油缸的液压油流量 Q1 的变化率，

以及油马达输出转速 n 相对于液压油流量 Q2 和油马达容积效率 ηr 的变化率。

1.2.2 需需需求求求分分分析析析

从数学角度看，这是求函数关于自变量的变化率问题，即求偏导数。在实际应用中，了解

这些变化率能帮助工程师预测系统参数变化对油缸和油马达工作状态的影响，从而更好地控制

和调节液压系统。

進
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1.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

1.3.1 问问问题题题建建建模模模

将油缸活塞移动速度 v 看作是关于 Q1 的函数 v逨Q1逩 逽 10Q1

F （ F 为常数），油马达

输出转速 n 看作是关于 Q2 和 ηr 的函数 n逨Q2, ηr逩 逽 Q2ηr
10−3q0

（ q0 为常数）。

1.3.2 方方方法法法选选选择择择

根据变化率的定义，对于一元函数求变化率使用导数，对于多元函数求关于某个自变量的

变化率使用偏导数。所以对于 v逨Q1逩 求导数，对于 n逨Q2, ηr逩 分别求关于 Q2 和 ηr 的偏

导数。

1.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

（週）油缸活塞移动速度 v 相对于 Q1 的变化率逺

对 v逨Q1逩 逽 10Q1

F 求导，可得

v′逨Q1逩 逽
週逰
F
.

这表明在油缸活塞作用面积 F 一定时，油缸活塞移动速度 v 相对于输入油缸的液压油流

量 Q1 的变化率是一个常数
10
F ，意味着 Q1 每增加一个单位， v 就会按照 10

F 的比例增加。

（進）油马达输出转速 n 相对于 Q2 的变化率：

对 n逨Q2, ηr逩 逽 Q2ηr
10−3q0

求关于 Q2 的偏导数，把 ηr 看作常数，可得

∂n

∂Q2
逽

ηr
週逰−3q0

.

说明在油马达容积效率 ηr 和理论排量 q0 一定时，油马达输出转速 n 相对于液压油流

量 Q2 的变化率取决于 ηr 和 q0 ， Q2 变化时， n 按照 ηr
10−3q0

的比例变化。

（逳）油马达输出转速 n 相对于 ηr 的变化率：

对 n逨Q2, ηr逩 逽 Q2ηr
10−3q0

求关于 ηr 的偏导数，把 Q2 看作常数，可得

∂n

∂ηr
逽

Q2

週逰−3q0
.

逳
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这意味着在液压油流量 Q2 和理论排量 q0 一定时， ηr 变化会使 n 按照 Q2

10−3q0
的比例

变化。

1.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

1.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

在实际液压系统设计中，可根据这些变化率来确定液压泵的选型，比如要实现一定的油缸

活塞移动速度变化范围，可根据 v′逨Q1逩 来计算所需的 Q1 变化范围，进而选择合适流量范围
的液压泵；对于油马达，可根据 ∂n

∂Q2
和 ∂n

∂ηr
来评估系统内漏（影响 ηr ）和流量波动对转速的

影响，提前采取补偿措施。

1.5.2 反反反思思思总总总结结结

该模型基于理论公式，实际液压系统中可能存在各种非线性因素和干扰，如管道阻力、油
液粘性变化等，会使实际变化率与理论值有偏差。后续研究可考虑引入修正系数或建立更复杂
的包含这些因素的模型，以提高分析的准确性。同时，在实际应用中还需结合工程经验对计算

结果进行调整和优化。

逴



案案案例例例2 泰泰泰勒勒勒公公公式式式在在在车车车辆辆辆工工工程程程专专专业业业中中中的的的应应应用用用

2.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

2.1.1 背背背景景景简简简介介介

在汽车行驶过程中，加速度是描述速度变化快慢的物理量。研究汽车行驶过程中的加速度

特性，对于汽车工程领域至关重要，例如汽车的动力性能评估、制动系统设计以及乘坐舒适性

分析等方面都与之相关。

2.1.2 应应应用用用目目目标标标

通过证明在汽车行驶过程中存在某一时刻加速度绝对值满足特定条件，有助于从理论层面

深入理解汽车行驶时速度变化的规律，为汽车性能优化和相关技术改进提供理论依据。例如在
汽车动力学仿真、驾驶辅助系统研发等方面，可基于此理论进行更精准的模拟和设计。

2.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

2.2.1 问问问题题题描描描述述述

已知汽车在 T 小时时间内行驶了 L 千米的路程，需要证明在这个行驶过程中必然存在某

一时刻，此时汽车加速度的绝对值不小于 4L
T 2 遫遭逯遨2 。

2.2.2 需需需求求求分分分析析析

从数学角度看，这是一个关于函数性质证明的问题，需要将汽车行驶路程与时间的关系抽
象为数学函数，利用函数的导数（速度是路程对时间的一阶导数，加速度是路程对时间的二阶

导数）相关知识来进行证明。从实际应用角度，明确加速度的取值范围能为汽车性能指标设

定、驾驶策略制定等提供参考。

逵
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2.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

2.3.0.1 问问问题题题建建建模模模

设汽车行驶的路程 s 关于时间 t 的函数为 s逨t逩 ， t ∈ 遛逰, T 遝 。已知 s逨逰逩 逽 逰 ， s逨T 逩 逽

L 。根据导数的物理意义，速度 v逨t逩 逽 s′逨t逩 ，加速度 a逨t逩 逽 s′′逨t逩 。

2.3.1 方方方法法法选选选择择择

这里采用泰勒公式来进行证明。泰勒公式可以将一个函数在某点展开成多项式形式，能很
好地建立函数值、函数导数与自变量之间的关系，适合解决此类涉及函数高阶导数性质的证明

问题。

2.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

2.4.1 模模模型型型求求求解解解

週逮 利用泰勒公式展开：

将 s逨t逩 在 t 逽 逰 和 t 逽 T 处分别进行泰勒展开。

在 t 逽 逰 处展开：

s逨t逩 逽 s逨逰逩 逫 s′逨逰逩t逫
s′′逨ξ1逩

進逡
t2

其中 ξ1 ∈ 逨逰, t逩 。因为 s逨逰逩 逽 逰 ，所以 s逨t逩 逽 s′逨逰逩t逫 s′′(ξ1)
2 t2 。

在 t 逽 T 处展开：

s逨t逩 逽 s逨T 逩 逫 s′逨T 逩逨t− T 逩 逫
s′′逨ξ2逩

進逡
逨t− T 逩2

其中 ξ2 ∈ 逨t, T 逩 。因为 s逨T 逩 逽 L ，所以 s逨t逩 逽 L逫 s′逨T 逩逨t− T 逩 逫 s′′(ξ2)
2 逨t− T 逩2 。

進逮 令 t 逽 T
2 并推导：

当 t 逽 T
2 时，由 s逨T2 逩 的两种展开式可得：

s逨
T

進
逩 逽 s′逨逰逩

T

進
逫
s′′逨ξ1逩

進
逨
T

進
逩2

s逨
T

進
逩 逽 L逫 s′逨T 逩逨

T

進
− T 逩 逫

s′′逨ξ2逩
進

逨
T

進
− T 逩2 逽 L− s′逨T 逩

T

進
逫
s′′逨ξ2逩

進
逨
T

進
逩2

逶
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两式相减消去 s逨T2 逩 得：

逰 逽 L− T

進
遛s′逨T 逩 逫 s′逨逰逩遝 逫

T 2

逸
遛s′′逨ξ2逩− s′′逨ξ1逩遝

假设 |s′′逨ξ逩| 表示 s′′逨ξ1逩 和 s′′逨ξ2逩 中绝对值较大者，则：

L 逽
T

進
遛s′逨T 逩 逫 s′逨逰逩遝− T 2

逸
遛s′′逨ξ2逩− s′′逨ξ1逩遝

根据绝对值不等式 |a− b| ≤ |a|逫 |b| ，有

L ≤ T

進
|s′逨T 逩|逫 T

進
|s′逨逰逩|逫 T 2

逸
逨|s′′逨ξ2逩|逫 |s′′逨ξ1逩|逩 ≤

T 2

逴
|s′′逨ξ逩| 逈通退 >逩逰选

所以 |s′′逨ξ逩| ≥ 4L
T 2 ，即存在某一时刻 ξ ，汽车加速度的绝对值不小于 4L

T 2 遫遭逯遨2 。

2.4.2 结结结果果果分分分析析析

该结果表明在汽车行驶的整个过程中，无论其速度变化过程多么复杂，必然存在一个时刻

加速度绝对值能达到一定下限。这从理论上界定了汽车行驶时速度变化的剧烈程度下限，为汽

车性能评估提供了量化的参考标准。

2.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

2.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

在汽车制造领域，可用于评估发动机的动力输出特性和制动系统的效能，例如在设计新型

汽车时，根据这个理论可以合理规划发动机的扭矩输出曲线和制动系统的制动力分配，以满足
加速度性能要求；在智能交通系统中，可用于车辆行驶状态监测和驾驶行为分析，判断驾驶员

的操作是否平稳等。

2.5.2 反反反思思思总总总结结结

此模型基于理想的数学假设，实际汽车行驶过程中会受到路面状况、风阻、车辆负载等多

种因素影响，加速度变化会更加复杂。后续可以考虑将这些实际因素纳入模型，使理论分析更

贴近实际情况。同时，对于不同类型的车辆（如赛车、家用轿车等），其性能指标要求不同，

可根据具体需求进一步细化和调整该理论的应用。

逷



案案案例例例3 不不不定定定积积积分分分在在在材材材料料料力力力学学学中中中的的的应应应用用用

3.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

3.1.1 背背背景景景简简简介介介

在材料力学领域，梁的弯曲问题是重要研究内容。我国多数材料力学教材都阐述了梁弯曲
时外力（以荷载集度 q逨x逩 表示）与梁任意截面内力（剪力 Fs逨x逩 、弯矩 M逨x逩 ）之间的微分

关系。这是材料力学中分析梁结构力学性能的基础理论。

3.1.2 应应应用用用目目目标标标

通过理解和运用这些微分关系，能够判断梁每段截面上内力函数的分布形式，进而快速绘
制内力图。同时，从微积分角度讲解求梁任意截面上内力的方法，有助于锻炼学生的数理应用
能力，为后续梁的强度、刚度计算及结构设计等实际工程应用奠定理论基础。

3.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

3.2.1 问问问题题题描描描述述述

已知梁弯曲时外力（荷载集度 q逨x逩 ）与梁任意截面内力（剪力 Fs逨x逩 、弯矩 M逨x逩 ）之

间的微分关系

dFs逨x逩
dx

逽 q逨x逩,
dM逨x逩
dx

逽 Fs逨x逩,
d2M逨x逩
dx2

逽
dFs逨x逩
dx

逽 q逨x逩

需要利用这些关系确定梁截面上内力函数的分布形式，并求出任意截面上的内力。

3.2.2 需需需求求求分分分析析析

从工程实际角度，准确掌握梁的内力分布对于设计合理的梁结构至关重要，如建筑工程中

逸
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的梁、机械工程中的轴等。从教学角度，学生需要掌握基于这些微分关系的内力求解方法，提

升数理知识在力学问题中的应用能力。

3.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

3.3.1 问问问题题题建建建模模模

将梁所受荷载、剪力和弯矩分别用函数 q逨x逩 、 Fs逨x逩 、 M逨x逩 表示，基于材料力学理论

建立起它们之间的微分关系模型，即上述的三个微分方程。

3.3.2 方方方法法法选选选择择择

利用微积分知识进行求解。通过对微分关系进行积分运算，得到剪力和弯矩关于荷载集度

的积分表达式

Fs逨x逩 逽
∫
q逨x逩dx逫 C1, M逨x逩 逽

∫
逨
∫
q逨x逩dx逩dx逫 C1x逫 C2

同时，依据控制截面上已知的内力值来确定积分常数 C1 和 C2 。

3.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

3.4.1 求求求解解解过过过程程程

逭 对 dFs(x)
dx 逽 q逨x逩 进行积分，根据不定积分的运算规则，得到

Fs逨x逩 逽
∫
q逨x逩dx逫 C1

逭 再对 dM(x)
dx 逽 Fs逨x逩 积分，将 Fs逨x逩 代入可得

M逨x逩 逽
∫

逨
∫
q逨x逩dx逩dx逫 C1x逫 C2

逭 通过控制截面上已知的剪力和弯矩值（如梁的端部等特殊位置），代入上述表达式求解
出积分常数 C1 和 C2 ，从而确定具体的剪力和弯矩函数。

逹



案例逳 不定积分在材料力学中的应用 高等数学应用案例库

3.4.2 结结结果果果分分分析析析

得到的剪力 Fs逨x逩 和弯矩 M逨x逩 函数表达式，能够精确描述梁在不同位置处的内力情况。

这些表达式为绘制内力图提供了准确依据，通过分析内力图可以清晰了解梁的受力薄弱点，为

梁的结构设计和强度校核提供有力支持。同时，从教学方面，学生通过参与这样的求解过程，

能更好地理解微积分在力学问题中的应用，提升解决实际工程问题的能力。

3.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

3.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

在实际工程中，除了常规的直梁，该方法还可应用于曲梁、变截面梁等复杂结构的内力分
析，通过适当调整荷载集度函数和边界条件来适应不同结构特点。在机械设计中，对于承受复
杂载荷的轴类零件，也可借鉴此方法分析其内力，为轴的优化设计提供参考。

3.5.2 反反反思思思总总总结结结

此模型基于材料力学的基本假设，如平截面假设等，实际工程中可能存在与假设不符的情
况，如大变形、非线性材料等，会影响内力分析的准确性。后续可考虑引入更高级的力学理论

和数值计算方法，如有限元法等，来处理复杂情况。同时，在教学过程中，可以进一步引导学

生思考理论与实际的差异，培养学生的创新思维和工程实践能力。
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案案案例例例4 微微微分分分方方方程程程在在在汽汽汽车车车动动动力力力学学学中中中的的的应应应用用用

4.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

4.1.1 背背背景景景简简简介介介

在研究电车这类交通工具的运动时，了解其动力学特性至关重要。电车在启动过程中，牵

引力随时间变化，同时受到摩擦力影响，这涉及到牛顿运动定律等力学知识。

4.1.2 应应应用用用目目目标标标

通过求解电车的运动方程，能够准确描述电车在启动阶段的运动状态，包括速度、位移随
时间的变化情况。这对于电车的设计、性能优化以及运行控制等方面具有重要意义，例如合理

规划启动时间、优化动力系统等。

4.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

4.2.1 问问问题题题描描描述述述

已知电车质量 m 逽 週逰4遫遧 ，牵引力 F 逽 週週逷逶t逨過逩 随时间 t 成正比增加，初速度为 逰 ，

最大摩擦力 Fmax 逽 週逹逶逰過 ，需要求解电车的运动方程。

4.2.2 需需需求求求分分分析析析

从物理原理出发，要确定电车的运动方程，需根据牛顿第二定律 FΦ 逽 ma 建立力与加速

度的关系，再通过积分等数学手段求解速度和位移随时间的变化关系。这要求综合运用力学和
数学知识，准确分析电车所受合力的变化情况。
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4.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

4.3.1 问问问题题题建建建模模模

首先分析电车所受合力 FΦ ， FΦ 逽 F − Ff （ Ff 为摩擦力），当 FΦ > 逰 时电车开始

加速运动。

根据牛顿第二定律 FΦ 逽 ma ，其中 a 为加速度， a 逽 dv
dt （ v 为速度）， v 逽 ds

dt （ s 为

位移），建立起力与运动状态量之间的关系模型。

4.3.2 方方方法法法选选选择择择

利用牛顿第二定律建立微分方程，再通过分离变量、积分等方法求解微分方程，得到速

度 v 和位移 s 关于时间 t 的函数，即运动方程。

4.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

週逮 判断电车开始运动的时刻：

当电车开始运动时， F 逽 Fmax ，即 週週逷逶t 逽 週逹逶逰 ，解得 t0 逽 1960
1176 逽 5

3遳 。

進逮 求解加速度 a ：

在 t ≥ 5
3遳 时，根据牛顿第二定律 F−Fmax 逽 ma ，将 F 逽 週週逷逶t ，m 逽 週逰4遫遧 ， Fmax 逽

週逹逶逰過 代入，可得 a 逽 1176t−1960
104 。

逳逮 求解速度 v ：

对加速度 a 进行积分求速度 v

v 逽
∫ t

t0

a遤t 逽
∫ t

5
3

週週逷逶t− 週逹逶逰
週逰4

遤t 逽
週

週逰4

[
逵逸逸t2 − 週逹逶逰t

]t
5
3

逽
週

週逰4

(
逵逸逸t2 − 週逹逶逰t

)
逴逮 求解位移 s ：

对速度 v 进行积分求位移 s

s 逽
∫ t
t0
v遤t 逽

∫ t
5
3

588t2−1960t
104 遤t 逽 1

104

[
週逹逶t3 − 逹逸逰t2

]t
5
3

逽 1
104

(
週逹逶t3 − 逹逸逰t2 − 週逹逶× 逨5

3逩3 逫 逹逸逰× 逨5
3逩2
)

逵逮 结果分析：
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得到的速度 v 和位移 s 关于时间 t 的表达式即为电车的运动方程。通过这些方程可以清

晰了解电车在启动后的速度和位移变化情况。例如，根据速度方程可以分析电车的加速过程，

根据位移方程可以确定电车在不同时刻的位置。

4.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

4.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

对于其他类型的车辆或运动物体，若其牵引力或动力变化有规律，可借鉴此方法求解运动
方程，分析其运动特性，为动力系统设计和性能优化提供参考。

在交通系统规划中，可根据电车的运动方程预测其运行时间、能耗等，合理安排线路和调

度车辆。

4.5.2 反反反思思思总总总结结结

此模型忽略了一些实际因素，如空气阻力、路面不平对摩擦力的影响等，这些因素可能会

使实际运动情况与理论计算有偏差。后续可考虑将这些因素纳入模型，使分析更贴近实际。

在求解过程中，假设电车的质量不变，但在一些特殊情况下（如电车载货量变化），质量

会发生改变，需要进一步研究变质量情况下的运动方程求解。
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案案案例例例5 工工工程程程测测测量量量中中中的的的误误误差差差传传传播播播定定定律律律推推推导导导

5.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

5.1.1 背背背景景景简简简介介介

在工程测量领域，测量误差是不可避免的。观测值往往存在一定的不确定性，而很多测量

成果是通过多个观测值经过函数关系计算得到的。了解误差如何在这些函数关系中传播，对于
评估测量结果的精度至关重要。

5.1.2 应应应用用用目目目标标标

通过推导误差传播定律，能够定量地分析出各个观测值的误差对最终计算结果误差的影响

程度。这有助于在工程测量前期合理设计测量方案，选择合适的测量仪器和观测方法；在测量
后期对测量结果进行精度评定和质量控制。

5.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

5.2.1 问问问题题题描描描述述述

需要利用全微分的知识，推导出工程测量中误差在函数关系中的传播规律，即误差传播定

律。已知对每个观测值 xi 进行 n 次同精度观测，以及真误差 送Zj 与观测值误差 送xij 的近

似关系 送Zj ≈ dZj 逽 fx1送x1j 逫 fx2送x2j 逫 · · ·逫 fxn送xnj ，要据此得出函数 Z 中误差 mZ 的

表达式。

5.2.2 需需需求求求分分分析析析

从测量实践角度，工程中很多测量量（如距离、角度、高程等）经过函数运算得到最终成
果（如坐标计算），需要明确各个原始测量量的误差会如何影响最终成果的误差。从理论研究

週逴



案例逵 工程测量中的误差传播定律推导 高等数学应用案例库

角度，建立起误差传播的数学模型，为测量误差理论的完善和发展提供支持。

5.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

5.3.1 问问问题题题建建建模模模

将观测值 xi 看作自变量，函数 Z 逽 f逨x1, x2, · · · , xn逩 表示测量成果与观测值之间的函数
关系。根据全微分原理，当自变量有微小变化 送xi 时，函数 Z 的变化量 dZ 可以近似表示

为 dZ 逽 fx1送x1 逫 fx2送x2 逫 · · ·逫 fxn送xn ，其中 fxi 是函数 Z 对 xi 的偏导数。这里将真误

差 送Zj 近似等同于 dZj 来建立误差传播的模型。

5.3.2 方方方法法法选选选择择择

运用全微分的概念来近似表示观测值误差与函数值误差之间的关系，再结合中误差的计算

公式 m2 逽 1
n

∑n
j=1 送2 （ 送 为真误差）进行推导。

5.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

週逮 推导过程：

已知 送Zj ≈ dZj 逽 fx1送x1j 逫 fx2送x2j 逫 · · ·逫 fxn送xnj 。根据中误差计算公式

m2
Z 逽

週
n

n∑
j=1

逨送Zj逩2

将 送Zj 的近似表达式代入可得：

m2
Z 逽

週
n

n∑
j=1

逨送Zj逩2 ≈ 週
n

n∑
j=1

逨dZj逩2 逽
週
n

n∑
j=1

[
n∑
i=1

逨fxi送xij逩

]2

由于是同精度观测，设观测值 xi 的中误差为 mi ，根据方差的性质和数学运算，进一步

化简得到

m2
Z 逽

n∑
i=1

逨fximi逩2.

進逮 结果分析：

得到的误差传播定律表达式 m2
Z 逽

∑n
i=1逨fximi逩2 表明，函数 Z 的中误差平方等于各个观

测值的偏导数与对应观测值中误差乘积的平方和。这清晰地展示了每个观测值的误差对最终函

週逵



案例逵 工程测量中的误差传播定律推导 高等数学应用案例库

数值误差的贡献方式，偏导数 fxi 反映了观测值 xi 对函数 Z 的影响权重，中误差 mi 体现

了观测值 xi 本身的精度情况。

5.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

5.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

在地形测量中，利用误差传播定律可以评估由距离和角度观测误差引起的坐标计算误差，

从而合理控制测量精度，优化测量方案。

在建筑工程测量中，可用于分析建筑物变形监测中各个观测点误差对整体变形计算结果的

影响，为建筑物的安全评估提供依据。

5.5.2 反反反思思思总总总结结结

该推导基于同精度观测等假设条件，实际测量中可能存在不同精度观测的情况，需要进一

步拓展误差传播定律以适应更复杂的测量场景。
推导过程中采用了真误差近似等于微分的方式，在误差较大时可能会存在一定误差，后续

研究可考虑采用更精确的方法来建立误差传播模型。

週逶



案案案例例例6 连连连续续续复复复利利利在在在衍衍衍生生生证证证券券券定定定价价价中中中的的的应应应用用用

6.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

6.1.1 背背背景景景简简简介介介

在金融投资领域，利息的计算方式多种多样。复利计算是一种常见且重要的方式，它考虑
了本金和前期利息在后续周期中产生的利息，相比单利更能体现资金的时间价值。不同的复利

计算频率（如每年复利、每年多次复利、连续复利）会对最终的本利和产生影响。

6.1.2 应应应用用用目目目标标标

对于投资者而言，了解不同利息计算方式下的本利和，有助于合理规划投资策略，比较不
同投资产品的收益情况。通过计算在给定本金、年利率和投资期限下，不同复利方式的本利
和，投资者可以选择收益最大化的投资方案。

6.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

6.2.1 问问问题题题描描描述述述

已知投资者本金为 週逰逰逰逰 元，投资期限为 逵 年，年利率为 逶逥 ，需要分别按照复利（每年

复利一次）、每年按 逴 次复利和连续复利的付息方式，计算到第 逵 年末时投资者应得的本利
和。

6.2.2 需需需求求求分分分析析析

从数学角度，需要运用不同的复利计算公式来求解本利和。从投资实际角度，投资者希望
明确不同复利方式下的收益情况，以便做出更优的投资决策，如选择储蓄、债券、理财产品等
不同投资渠道时，考虑其利息计算方式对收益的影响。

週逷



案例逶 连续复利在衍生证券定价中的应用 高等数学应用案例库

6.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

6.3.1 问问问题题题建建建模模模

週逮复利（每年复利一次）：设本金为 P ，年利率为 r ，投资期限为 n 年，本利和为 A ，

则模型为 A 逽 P 逨週 逫 r逩n 。

進逮每年按 m 次复利：模型为 A 逽 P
(
週 逫 r

m

)mn
，这里 m 逽 逴 。

逳逮连续复利：模型为 A 逽 Pern ，其中 e 为自然常数。

6.3.2 方方方法法法选选选择择择

根据不同复利方式对应的数学模型，将已知的本金 P 逽 週逰逰逰逰 元，年利率 r 逽 逰.逰逶 ，投资
期限 n 逽 逵 代入相应公式进行计算。

6.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

週逮 复利（每年复利一次）：将 P 逽 週逰逰逰逰 ， r 逽 逰.逰逶 ， n 逽 逵 代入 A 逽 P 逨週 逫 r逩n ，

得：

A 逽 週逰逰逰逰× 逨週 逫 逰.逰逶逩5 逽 週逰逰逰逰× 週.逰逶5 ≈ 週逰逰逰逰× 週.逳逳逸進進逶 逽 週逳逳逸進.進逶

進逮 每年按 逴 次复利：此时 m 逽 逴 ，将 P 逽 週逰逰逰逰 ， r 逽 逰.逰逶 ， n 逽 逵 ， m 逽 逴 代

入 A 逽 P
(
週 逫 r

m

)mn
，得：

A 逽 週逰逰逰逰×
(

週 逫
逰.逰逶
逴

)4×5

逽 週逰逰逰逰× 逨週 逫 逰.逰週逵逩20 ≈ 週逰逰逰逰× 週.逳逴逶逸逵逵 逽 週逳逴逶逸.逵逵

逳逮 连续复利：将 P 逽 週逰逰逰逰 ， r 逽 逰.逰逶 ， n 逽 逵 代入 A 逽 Pern ，得：

A 逽 週逰逰逰逰× e0.06×5 逽 週逰逰逰逰× e0.3 ≈ 週逰逰逰逰× 週.逳逴逹逸逶 逽 週逳逴逹逸.逶

逴逮 结果分析：三种复利方式下本利和大小关系为：连续复利（ 週逳逴逹逸.逶 元）＞每年按 逴 次

复利（ 週逳逴逶逸.逵逵 元）＞每年复利一次（ 週逳逳逸進.進逶 元）。这表明复利计算频率越高，最终的本

利和越大，因为更频繁的复利计算使得利息能更快地参与到下一期的计息中，充分体现了资金

的时间价值。
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案例逶 连续复利在衍生证券定价中的应用 高等数学应用案例库

6.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

6.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

在银行储蓄业务中，储户可以根据不同的储蓄产品（如定期存款的不同复利方式），结合
自己的资金闲置时间和预期收益，选择合适的储蓄方案。在企业投资决策中，对于不同投资项
目（如债券投资、项目投资等），可以通过计算不同复利方式下的收益，评估项目的可行性和
投资价值。

6.5.2 反反反思思思总总总结结结

实际金融投资中，除了利息计算方式，还存在手续费、税收等因素会影响实际收益，在投
资决策时需要综合考虑。不同复利方式的计算模型基于理想的数学假设，实际金融市场可能存

在利率波动等不确定性因素，后续研究可以考虑引入随机利率模型等，使计算结果更符合实际

情况。

週逹



案案案例例例7 经经经济济济学学学中中中的的的边边边际际际分分分析析析案案案例例例

7.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

7.1.1 背背背景景景简简简介介介

在企业生产经营中，成本和收入是重要的考量因素。边际成本和边际收入是经济学中用于
分析企业生产决策的重要概念。边际成本反映了每增加一单位产量所增加的成本，边际收入则
反映了每增加一单位销售量所增加的收入。通过对它们的研究，可以帮助企业优化生产规模，
制定合理的销售策略，以实现利润最大化。

7.1.2 应应应用用用目目目标标标

对于生产散热器的工厂而言，计算边际成本和边际收入，能够明确在当前生产规模下，增
加或减少生产和销售数量对成本和收入的影响，从而指导企业做出更合理的生产和销售决策，
比如是否需要扩大生产规模、调整定价策略等。

7.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

7.2.1 问问问题题题描描描述述述

已知生产 x台散热器的成本函数 C逨x逩 逽 x3−逶x2 逫週逵x，收入函数 r逨x逩 逽 x3−逳x2 逫週進x，

工厂每天生产 週逰 台散热器。需要计算此时散热器的边际成本，并解释其含义；同时估计每天
售出 週逰 台散热器时的边际收入，并解释其含义。

7.2.2 需需需求求求分分分析析析

从数学角度，需要运用导数的知识来求解边际成本和边际收入。从企业经营实际角度，企
业管理者需要通过这些数据了解生产和销售变动对成本和收入的具体影响程度，以便在生产、

進逰



案例逷 经济学中的边际分析案例 高等数学应用案例库

销售等环节做出科学决策，避免盲目扩大或缩小生产规模导致利润受损。

7.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

7.3.1 问问问题题题建建建模模模

边际成本是成本函数 C逨x逩 的导数 C ′逨x逩 ，表示产量为 x 时，每增加一单位产量成本的变
化量。

边际收入是收入函数 r逨x逩 的导数 r′逨x逩 ，表示销售量为 x 时，每增加一单位销售量收入的

变化量。

7.3.2 方方方法法法选选选择择择

根据求导公式 逨Xn逩′ 逽 nXn−1 对成本函数 C逨x逩 和收入函数 r逨x逩 求导，然后将 x 逽 週逰 代

入导数表达式，分别计算边际成本和边际收入。

7.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

週逮 计算边际成本：
对成本函数 C逨x逩 逽 x3 − 逶x2 逫 週逵x 求导，根据求导公式 逨Xn逩′ 逽 nXn−1 可得：

C ′逨x逩 逽 逨x3 − 逶x2 逫 週逵x逩′ 逽 逳x2 − 週進x逫 週逵 。

将 x 逽 週逰 代入 C ′逨x逩 ：

C ′逨週逰逩 逽 逳× 週逰2 − 週進× 週逰 逫 週逵 逽 逳逰逰− 週進逰 逫 週逵 逽 週逹逵 （元）。

含义：当工厂每天生产 週逰 台散热器时，每多生产 週 台散热器，成本会增加 週逹逵 元。这可

以帮助工厂判断在当前生产规模下，继续扩大生产是否会带来过高的成本增加，如果增加的成
本过高且超过了可能带来的收入增加，那么就需要谨慎考虑是否扩大生产。

進逮 计算边际收入：

对收入函数 r逨x逩 逽 x3 − 逳x2 逫 週進x 求导，根据求导公式可得：

r′逨x逩 逽 逨x3 − 逳x2 逫 週進x逩′ 逽 逳x2 − 逶x逫 週進 。

将 x 逽 週逰 代入 r′逨x逩 ：

r′逨週逰逩 逽 逳× 週逰2 − 逶× 週逰 逫 週進 逽 逳逰逰− 逶逰 逫 週進 逽 進逵進 （元）。

含义：当工厂每天销售 週逰 台散热器时，每多销售 週 台散热器，收入会增加 進逵進 元。这为

工厂制定销售策略提供了参考，如果边际收入大于边际成本，那么适当增加销售量可能会增加

進週



案例逷 经济学中的边际分析案例 高等数学应用案例库

利润；反之，则需要考虑调整销售策略或控制生产规模。

7.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

7.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

在生产其他产品的企业中，同样可以运用边际成本和边际收入的概念来指导生产和销售决
策。例如电子产品制造企业、服装生产企业等，通过计算边际成本和边际收入，优化生产数量
和销售价格，以提高企业利润。

在制定长期生产规划时，除了考虑当前的边际成本和边际收入，还可以结合市场需求的变
化趋势、原材料价格波动等因素，进行更全面的分析和决策。

7.5.2 反反反思思思总总总结结结

这里的成本和收入函数是基于一定假设构建的，实际生产中可能存在固定成本的变动、市
场竞争导致的价格波动等复杂情况，会使成本和收入函数与理论模型存在偏差。后续可以考虑
引入更复杂的函数模型，纳入更多实际因素，提高分析的准确性。

边际成本和边际收入只是企业决策的部分依据，还需要综合考虑企业的长期发展战略、市
场份额、品牌形象等因素，进行全面的权衡和决策。

進進



案案案例例例8 经经经济济济学学学中中中的的的弹弹弹性性性分分分析析析案案案例例例

8.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

8.1.1 背背背景景景简简简介介介

这三个例子均聚焦于经济学中的弹性分析，借助导数与偏导数工具，探究价格、收入等经

济变量对需求量或收入的影响机制。弹性分析是经济学中衡量变量间相对变化关系的关键手
段，为理解市场动态提供了量化视角。

8.1.2 应应应用用用目目目标标标

协助企业与决策者制定科学策略。例如，企业依据弹性分析调整产品定价以优化利润，政

府借助弹性分析制定宏观政策以平衡市场供需，推动经济稳健发展。

8.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

8.2.1 问问问题题题描描描述述述

例週 已知体育用品店中篮球价格逸逰 元，乒乓球价格進 元，月销量分别为進逰逰逰 个和逸逰逰逰

个，提价週 元后月销量变为週逹逸逰 个和進逰逰逰 个，试讨论收入变化及需求价格弹性。

例進 设某城市计划建设一批经济住房，如果价格为 p 逨单位：百元逯平方米逩，需求量

为 Q 逨单位：百间逩，当地居民年均收入为 y 逨单位：万元逩，根据分析调研，得到需求函数为

Q 逽 週逰 逫 py − p2

週逰
.

求当 p 逽 逳逰 ， y 逽 逳 时，需求 Q 对价格 p 和收入 y 的偏弹性，并解释其经济含义逮

例逳 某品牌数码相机的需求量 Q ，除与自身价格 p1 逨单位：百元逩有关外，还与彩色喷墨

進逳



案例逸 经济学中的弹性分析案例 高等数学应用案例库

打印机的价格 p2 逨单位：百元逩有关，需求函数为

Q 逽 週進逰 逫
週逰逰
p1
− 週逰p2 − p2

2.

求 p1 逽 進逰 ， p2 逽 逵 时需求量 Q 的直接价格弹性和交叉价格弹性，并说明数码相机和彩色喷

墨打印机是相互补充关系还是相互竞争关系？

8.2.2 需需需求求求分分分析析析

从数学层面，需运用导数、偏导数知识计算弹性；从经济实践角度，决策者依赖这些弹性

数据评估价格变动对收入、需求的影响，进而在企业定价、生产规划及政府政策制定等方面做

出科学决策。

8.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

8.3.1 问问问题题题建建建模模模

例週构建需求价格弹性模型 η 逽 ∆Q/Q
∆P/P ，结合收入公式 R 逽 P ×Q 分析价格变动对收入的

影响。

例進依据偏弹性定义建模

Ep 逽
∂Q
∂p × p
Q

, Ey 逽
∂Q
∂y × y
Q

例逳按照下列直接价格弹性 E1 和交叉价格弹性 E2 的定义建模：

E1 逽
∂Q
∂p1
× p1

Q
, E2 逽

∂Q
∂p2
× p2

Q
.

8.3.2 方方方法法法选选选择择择

例週运用比例运算计算需求价格弹性，通过四则运算分析收入变化。

例進和例逳利用偏导数求导公式计算偏导数，进而求得弹性。

8.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

8.4.1 体体体育育育用用用品品品店店店

週逮 计算需求价格弹性：

進逴
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对于篮球：

已知篮球价格 P1 逽 逸逰 元，销量 Q1 逽 進逰逰逰 个，提价 送P 逽 週 元后，销量变为

Q′1 逽 週逹逸逰 个，送Q 逽 週逹逸逰− 進逰逰逰 逽 −進逰 个。

代入需求价格弹性公式 η 逽 ∆Q/Q
∆P/P ，得篮球的需求价格弹性

η1 逽
∆Q
Q

∆P
P

逽
−週逥
週.進逵逥

逽 −逰.逸.

对于乒乓球：

乒乓球价格 P2 逽 進 元，销量 Q2 逽 逸逰逰逰 个，提价 送P 逽 週 元后，销量变为

Q′2 逽 進逰逰逰 个，送Q 逽 進逰逰逰− 逸逰逰逰 逽 −逶逰逰逰 个逬
∆P
P 逽 1

2 逽 逵逰逥 ，∆Q
Q 逽 −6000

8000 逽 −逷逵逥 。

得乒乓球的需求价格弹性

η2 逽
∆Q
Q

∆P
P

逽
−逷逵逥
逵逰逥

逽 −週.逵.

進逮 分析收入变化：

篮球提价前收入 R1 逽 P1 ×Q1 逽 逸逰× 進逰逰逰 逽 週逶逰逰逰逰 元。

提价后收入 R′1 逽 逨P1 逫 送P 逩×Q′1 逽 逨逸逰 逫 週逩× 週逹逸逰 逽 逸週× 週逹逸逰 逽 週逶逰逳逸逰 元。

收入增加。

乒乓球提价前收入 R2 逽 P2 ×Q2 逽 進× 逸逰逰逰 逽 週逶逰逰逰 元。

提价后收入 R′2 逽 逨P2 逫 送P 逩×Q′2 逽 逨進 逫 週逩× 進逰逰逰 逽 逳× 進逰逰逰 逽 逶逰逰逰 元。

收入减少。

8.4.2 经经经济济济住住住房房房

週逮 求偏导数：

需求函数 Q 逽 週逰 逫 py − p2

10 ，对 p 求偏导数 ∂Q
∂p 逽 y − 2p

10 逽 y − p
5 ；对 y 求偏导

数 ∂Q
∂y 逽 p 。

進逮 代入计算偏弹性：

当 p 逽 逳逰 ，y 逽 逳 时，计算 Q 逽 週逰 逫 逳逰× 逳− 302

10 逽 週逰 逫 逹逰− 逹逰 逽 週逰 ，则

需求对价格的偏弹性

Ep 逽
∂Q
∂p × p
Q

逽
逨逳− 30

5 逩× 逳逰
週逰

逽
逨逳− 逶逩× 逳逰

週逰
逽
−逳× 逳逰

週逰
逽 −逹.
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需求对收入的偏弹性

Ey 逽
∂Q
∂y × y
Q

逽
逳逰× 逳

週逰
逽 逹.

二者的含义为：价格每提高 週逥 且收入不变，需求量减少 逹逥 ；收入每增加 週逥 且价格不

变，需求量增加 逹逥 。

8.4.3 数数数码码码相相相机机机

週逮 求偏导数：

需求函数 Q 逽 週進逰 逫 100
p1
− 週逰p2 − p2

2 ，

对 p1 求偏导数，得
∂Q
∂p1

逽 −100
p2

1
；对 p2 求偏导数，得

∂Q
∂p2

逽 −週逰− 進p2 。

進逮 代入计算弹性：

当 p1 逽 進逰 ， p2 逽 逵 时，计算 Q 逽 週進逰 逫 100
20 − 週逰× 逵− 逵2 逽 逵逰 ，则

直接价格弹性：

E1 逽
∂Q
∂p1
× p1

Q
逽
−100

202 × 進逰
逵逰

逽
−100

20

逵逰
逽
−逵
逵逰

逽 −逰.週.

交叉价格弹性：

E2 逽
∂Q
∂p2
× p2

Q
逽

逨−週逰− 進× 逵逩× 逵
逵逰

逽
逨−週逰− 週逰逩× 逵

逵逰
逽
−進逰× 逵

逵逰
逽 −進.

因交叉价格弹性为负，判断数码相机和彩色喷墨打印机为互补关系。

8.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

8.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

可推广至更多领域，如金融产品的利率弹性分析、农产品的供需弹性分析等，为企业产品

研发、定价及政府政策制定提供参考。

8.5.2 反反反思思思总总总结结结

这些模型基于简化假设，实际经济环境中存在消费者心理变化、信息不对称等复杂因素，

可能影响弹性分析准确性。后续研究可纳入更多影响因素改进模型，结合大数据等技术提升弹
性分析的精度与实用性。

進逶



案案案例例例9 最最最值值值在在在企企企业业业逐逐逐利利利中中中的的的应应应用用用

9.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

9.1.1 背背背景景景简简简介介介

在企业运营中，成本控制是关乎盈利的关键因素。对于有原材料运输和贮存需求的企业，
运输成本和贮存成本往往相互关联且此消彼长。如何平衡这两种成本，使总成本最小化，是企
业在生产规划中常见的问题。一元函数、二元函数的极值及其最值等数学知识，能为解决这类

成本优化问题提供有力工具。

9.1.2 应应应用用用目目目标标标

通过运用函数极值和最值的方法，帮助企业确定最优的原材料运输和贮存策略，从而降低

生产成本，提高企业利润。具体到该案例，是帮助贮木场制作者找到使每天平均成本最小的原
材料运输周期和运输量，为企业生产决策提供量化依据。

9.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

9.2.1 问问问题题题描描描述述述

贮木场制作者需制作顾客定做的家具，其每天只能制作逵件家具。对于特定外来木材，已知

运送成本为固定的 逵逰逰逰 元，贮存每个单位材料成本为 週逰 元。需要确定在两次运送期间，每次

运送多少原材料以及每隔多长时间运送一次，能使两次运送期间及制作周期内平均每天成本最
小。

9.2.2 需需需求求求分分分析析析

从数学角度，要将实际成本问题转化为函数问题，利用函数极值知识求解。从企业实际角

進逷
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度，准确找到成本最小的运输和贮存策略，能避免因不合理的运输和贮存安排导致成本过高，
影响企业利润，这就需要借助数学模型进行精确计算和分析。

9.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

9.3.1 问问问题题题建建建模模模

设 x 为运送周期（天数），因为每天制作 逵 件家具，所以每次运送 逵x 单位材料，平均贮

存量约为运送数量的一半即 5x
2 。每个周期成本由运送成本 逵逰逰逰 元和贮存成本 5x

2 × 週逰 组成，
进而得到每天平均成本函数

C逨x逩 逽
逵逰逰逰 逫 5x

2 × 週逰
x

逽
逵逰逰逰
x

逫 進逵x 逨 x > 逰 逩,

将问题转化为求该一元函数在 x > 逰 时的最小值问题。

9.3.2 方方方法法法选选选择择择

利用求导的方法来寻找函数的极值点。对成本函数 C逨x逩 求导，根据导数与函数单调性的

关系，导数为 逰 的点可能是极值点，再通过二阶导数判断该点是极大值点还是极小值点，进而

确定函数的最小值。

9.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

9.4.1 求求求解解解过过过程程程

对 C逨x逩 逽 5000
x 逫 進逵x 求导，可得 C ′逨x逩 逽 −5000

x2 逫 進逵 。

令 C ′逨x逩 逽 逰 ，即 −5000
x2 逫 進逵 逽 逰 ，解得 x 逽 ±週逴.週逴 ，因 x > 逰 ，所以 x 逽 −週逴.週逴 舍

去。

对 C逨x逩 求二阶导数 C ′′逨x逩 逽 10000
x3 ，

当 x 逽 週逴.週逴 时， C ′′逨週逴.週逴逩 逽 10000
(14.14)3 > 逰 ，故 x 逽 週逴.週逴 ≈ 週逴 是函数 C逨x逩 的极小值

点，也是最小值点。

所以，每次运送原材料数量为 逵× 週逴 逽 逷逰 单位材料。

進逸
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9.4.2 结结结果果果分分分析析析

通过计算得出，贮木场制作者应每隔约 週逴 天运送一次外来木材，每次运送 逷逰 单位材料，

此时能使两次运送期间及制作周期内平均每天成本最小。这一结果为企业实际生产中的原材料
运输和贮存安排提供了明确的指导，帮助企业在成本控制方面做出更科学的决策。

9.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

9.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

这种成本优化模型可广泛应用于制造业、物流仓储业等多个行业。例如制造业中零部件的
采购运输与库存管理，物流企业中货物的运输批次与仓储安排等，都可以通过类似的方法找到
成本最小化的策略。
在供应链管理中，结合供应商的供货能力、运输距离等因素，进一步优化成本模型，实现

整个供应链成本的降低。

9.5.2 反反反思思思总总总结结结

该模型假设运输成本固定且不随运输量和运输时间大幅变动，实际中可能存在运输价格波
动、批量运输优惠等情况，会影响模型准确性。后续可考虑引入更复杂的成本函数，纳入这些
可变因素。

模型未考虑原材料需求的不确定性，如订单突然增加或减少。在实际应用中，需要结合需
求预测等方法，对模型进行动态调整，以适应市场变化。

進逹



案案案例例例10 离离离散散散型型型经经经济济济变变变量量量的的的价价价格格格模模模型型型

10.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

10.1.1 背背背景景景简简简介介介

在经济学领域，研究经济变量之间的关系以及其随时间的变化规律至关重要。离散型经济

变量的价格模型常涉及到供给、需求与价格之间的动态联系，一阶差分方程作为一种有效的数

学工具，能够刻画这种动态变化。

10.1.2 应应应用用用目目目标标标

通过建立和求解差分方程模型，明确商品价格在不同时期的变化规律，帮助企业制定合理

的定价策略、预测市场趋势，也为政府进行宏观经济调控提供理论依据，如稳定物价、平衡供

需等。

10.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

10.2.1 问问问题题题描描描述述述

已知商品在不同时期的供给函数 St 逽 −a 逫 bPt 、需求函数 Qt 逽 m − nPt ，以及价

格 Pt 与 Pt−1 、 St−1 、 Qt−1 的关系式 Pt 逽 Pt−1 − k逨St−1 −Qt−1逩 ，需要求解供需相等

时的均衡价格 遾P 以及商品价格随时间的变化规律 Pt 。

10.2.2 需需需求求求分分分析析析

从经济实际角度，企业和决策者需要了解市场价格的稳定状态（均衡价格）以及价格动态

变化情况，以便合理安排生产、库存，制定营销策略等。从数学角度，要运用差分方程知识，

将经济问题转化为数学模型求解。

逳逰
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10.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

10.3.1 问问问题题题建建建模模模

供需相等时，令 St 逽 Qt ，即 −a逫 bPt 逽 m− nPt ，构建方程求解均衡价格。

将供给、需求函数代入价格关系式

Pt 逽 Pt−1 − k逨St−1 −Qt−1逩,

得到关于 Pt 和 Pt−1 的一阶常系数线性非齐次差分方程

Pt − 逨週− bk − nk逩Pt−1 逽 k逨a逫m逩.

10.3.2 方方方法法法选选选择择择

对于求解均衡价格，运用代数方程求解方法。对于差分方程，先求对应的齐次方程的通

解，再通过设特解的方式求非齐次方程的特解，最后得到非齐次方程的通解。

10.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

10.4.1 求求求解解解过过过程程程

均衡价格：令 St 逽 Qt ，即 −a逫 bPt 逽 m− nPt ，解得均衡价格 遾P 逽 a+m
b+n 。

10.4.2 价价价格格格变变变化化化规规规律律律

对应的齐次方程 Pt − 逨週− bk − nk逩Pt−1 逽 逰 ，其通解为 Pt 逽 C逨週− bk − nk逩t 。

设非齐次方程特解 遾P ∗ 逽 A ，代入非齐次方程解得

A 逽
k逨a逫m逩

週− 逨週− bk − nk逩
逽
a逫m

b逫 n
逽 遾P ,

于是，非齐次方程的通解为

Pt 逽 C逨週− bk − nk逩t 逫
a逫m

b逫 n
.

已知初始价格 P0 ，由 P0 逽 C 逫 遾P 得 C 逽 P0 − 遾P ，最终得到

Pt 逽 逨P0 − 遾P 逩逨週− bk − nk逩t 逫 遾P .

逳週
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10.4.3 结结结果果果分分分析析析

均衡价格 遾P 是市场供需平衡时的价格。价格随时间变化规律表达式中，当 |週− bk− nk| <

週 时，随着时间推移，价格 Pt 会逐渐趋近于均衡价格 遾P ，说明市场具有稳定性；

当 |週− bk − nk| > 週 时，价格会远离均衡价格，市场不稳定。

10.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

10.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

可应用于不同商品市场，如农产品、能源产品等，帮助企业预测价格走势，调整生产规模

和库存策略。

拓展到宏观经济层面，分析通货膨胀、汇率等经济变量随时间的变化规律，为政策制定提
供参考。

10.5.2 反反反思思思总总总结结结

模型假设供给和需求函数是线性的，实际市场中可能存在非线性关系，后续可研究非线性

模型以更准确反映现实。

由于模型未考虑外部因素（如政策变动、突发事件）对市场的影响，未来可引入更多变量

完善模型。

逳進



案案案例例例11 杆杆杆件件件形形形变变变问问问题题题分分分析析析案案案例例例

11.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

11.1.1 背背背景景景简简简介介介

在工程领域，杆件的轴向拉伸和轴的扭转是常见的基本变形形式。轴向拉伸变形常见于建
筑结构中的拉杆、机械零件中的螺栓等；扭转变形则在传动轴、电机轴等部件中广泛存在。理
解和量化这些变形对于保证工程结构和机械部件的正常运行与安全性至关重要。

11.2 应应应用用用目目目标标标

通过建立数学模型，精确描述杆件轴向拉伸的伸长量和轴扭转变形的扭转角，为工程设计
和分析提供理论依据。帮助工程师在设计阶段合理选择材料、确定构件尺寸，确保结构和部件
在受力时的变形处于安全范围内，避免因过度变形导致失效。

11.3 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

11.4 问问问题题题描描描述述述

需要对杆件在轴向拉力作用下的伸长量以及轴在扭矩作用下的扭转角进行精确的数学量
化，即建立相应的数学模型并求解。已知杆件和轴的受力情况、几何尺寸变化等信息，要得出

能准确反映变形量的函数关系。

11.5 需需需求求求分分分析析析

从工程实际角度，设计人员需要明确结构和部件在受力时的具体变形程度，以便进行强度

逳逳
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和刚度校核。从教学角度，有助于学生理解如何运用数学工具（如定积分）解决物理和工程领

域的实际问题，培养学生的跨学科应用能力和工程思维。

11.6 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

11.7 问问问题题题建建建模模模

逭轴向拉伸：对于非等直径杆件，考虑其直径沿长度方向的线性变化，建立横截面
积 A逨x逩 关于位置 x 的函数。结合胡克定律 d逨送L逩 逽 Fdx

EA(x) （ F 为轴力， E 为弹性模

量），确定微元段伸长量与各参数的关系。

扭转变形：对于有锥度的轴，确定微元段扭转角 dϕ 与扭矩 T 、剪切弹性模量 G 、微元

段横截面对中心轴的面积极二次矩 J逨x逩 的关系，即 dϕ 逽 Tdx
GJ(x) 。

11.8 方方方法法法选选选择择择

采用元素法，将杆件或轴分割成无数微小的单元段（微元），分析每个微元的受力与变形
情况。然后利用定积分对所有微元的变形进行累加，从而得到整个杆件或轴的总变形量。

11.9 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

11.9.1 模模模型型型求求求解解解

轴向拉伸（非等直径杆件）：

图週週逮週逺 杆件形变问题

週逮 确定横截面积函数：设杆件小端直径为 d ，大端直径为 D ，杆长为 L 。建立直角坐

逳逴
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标系，取 x 为积分变量，变化区间为 遛逰, L遝 。根据比例关系，可得 x 处横截面半径

r 逽
d

進
逫
x

L
逨
D − d

進
逩,

则横截面积
A逨x逩 逽 πr2 逽 π遛

d

進
逫
x

L
逨
D − d

進
逩遝2.

進逮 计算微元段伸长量：根据胡克定律，厚度为 dx 的微元段在拉力 F 作用下的伸长量

d逨送L逩 逽
Fdx

EA逨x逩
逽

Fdx

Eπ遛d2 逫 x
L逨D−d2 逩遝2

.

逳逮 计算总伸长量：对微元段伸长量在杆件全长上积分，可得总伸长量

送L 逽
∫ L

0
d逨送L逩 逽

∫ L

0

Fdx

Eπ遛d2 逫 x
L逨D−d2 逩遝2

,

令 u 逽 d
2 逫 x

L逨D−d2 逩 ，则 du 逽 D−d
2L dx ，当 x 逽 逰 时， u 逽 d

2 ；当 x 逽 L 时， u 逽 D
2 。

原积分可化为

送L 逽
進FL

Eπ逨D − d逩

∫ D
2

d
2

du

u2
.

根据积分公式
∫
x−2dx 逽 − 1

x 逫 C ，可得

∫ D
2

d
2

du

u2
逽 −

[
週
u

]D
2

d
2

逽 −
(

進
D
− 進
d

)
逽

進逨d−D逩
Dd

,

所以
送L 逽

進FL
Eπ逨D − d逩

· 進逨d−D逩
Dd

逽
逴FL
πdDE

.

扭转变形（有锥度的轴）：

週逮 确定面积极二次矩函数：对于圆形截面，面积极二次矩 J逨x逩 逽 π
2 r

4 。由前面轴向拉伸
中 x 处横截面半径

r 逽
d

進
逫
x

L
逨
D − d

進
逩,

可得

J逨x逩 逽
π

進
遛
d

進
逫
x

L
逨
D − d

進
逩遝4.

進逮 计算微元段扭转角：微元段在扭矩 T 作用下的扭转角

dϕ 逽
Tdx

GJ逨x逩
逽

Tdx

G · π2 遛d2 逫 x
L逨D−d2 逩遝4

.
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逳逮 计算总扭转角：对微元段扭转角在轴全长上积分，可得总扭转角

ϕ 逽
∫ L

0
dϕ 逽

∫ L

0

Tdx

G · π2 遛d2 逫 x
L逨D−d2 逩遝4

,

令 v 逽 d
2 逫 x

L逨D−d2 逩 ，则 dv 逽 D−d
2L dx ，当 x 逽 逰 时， v 逽 d

2 ；当 x 逽 L 时， v 逽 D
2 。

原积分可化为

ϕ 逽
進TL

Gπ逨D − d逩

∫ D
2

d
2

dv

v4
,

根据积分公式
∫
x−4dx 逽 − 1

3x3 逫 C ，可得∫ D
2

d
2

dv

v4
逽 −週

逳

[
週
v3

]D
2

d
2

逽 −週
逳

(
逸
D3
− 逸
d3

)
逽

逸逨d3 −D3逩
逳D3d3

,

所以
ϕ 逽

進TL
Gπ逨D − d逩

· 逸逨d3 −D3逩
逳D3d3

逽
逳進TL

逳Gπ逨D − d逩
逨− 週
D3

逫
週
d3

逩.

11.9.2 结结结果果果分分分析析析

轴向拉伸：得出的伸长量公式 送L 逽 4FL
πdDE 表明，杆件的伸长量与轴力 F 、杆长 L 成

正比，与弹性模量 E 、两端直径 d 和 D 成反比。这为设计受轴向拉力的杆件提供了量化
依据，例如在设计时若要减小伸长量，可以选择弹性模量高的材料，或者增大杆件的横截面积
（通过增大直径）。

扭转变形：扭转角公式 ϕ 逽 32TL
3Gπ(D−d)逨−

1
D3 逫 1

d3 逩 说明，轴的扭转角与扭矩 T 、轴长 L 成
正比，与剪切弹性模量 G 以及轴的几何尺寸（通过 D 和 d 体现）有关。在设计传动轴等部

件时，可以根据这个公式来控制扭转变形，比如通过调整轴的直径尺寸或选择合适的材料（改
变 G ）来满足扭转刚度要求。

11.10 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

11.10.1 应应应用用用扩扩扩展展展

轴向拉伸：在建筑工程中，用于计算桥梁拉索、建筑支架拉杆等的伸长量，确保结构在受
力时的变形不会影响其稳定性和安全性；在机械制造中，可用于设计螺栓、销钉等连接件，根

据受力情况和允许变形量来确定其尺寸和材料。

扭转变形：在汽车工业中，用于设计传动轴、半轴等部件，保证动力传递过程中的扭转变
形在合理范围内，避免因过度扭转导致部件损坏或传动失效；在机械加工领域，对于各类旋转
轴的设计和分析，该模型可帮助工程师优化轴的结构和参数。
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11.10.2 反反反思思思总总总结结结

上述模型基于一些简化假设，如材料均匀连续、小变形假设等。在实际工程中，材料可能

存在缺陷、不均匀性，且变形可能超出小变形范围，这会导致模型计算结果与实际情况存在偏

差。后续研究可考虑引入更复杂的本构关系和大变形理论，以提高模型的准确性和适用性。

模型仅考虑了单一的轴向拉伸或扭转变形情况，而实际工程结构和部件往往会同时承受多
种载荷，发生组合变形。未来可进一步拓展研究，建立组合变形下的综合数学模型，更全面地
描述结构和部件的力学行为。
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案案案例例例12 导导导弹弹弹追追追踪踪踪及及及飞飞飞行行行轨轨轨迹迹迹问问问题题题应应应用用用案案案例例例

12.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

12.1.1 背背背景景景简简简介介介

在军事作战中，导弹追踪与命中目标是关键环节。随着现代战争的发展，精确打击和有效
防御的需求促使对导弹飞行轨迹的研究愈发重要。从数学教学角度，导弹追踪问题是一个典型

的实际应用案例，可用于讲解高阶微分方程等知识，体现数学在工程技术领域的强大应用能
力。

12.1.2 应应应用用用目目目标标标

在军事方面，通过建立精确的数学模型求解导弹飞行轨迹，为导弹的发射控制、优化打击
策略以及防空反导系统的部署提供理论依据。在教学方面，帮助学生掌握如何从实际问题中抽
象出数学模型，运用数学方法解决复杂的工程问题，提升学生的数学应用能力和逻辑思维能

力。

12.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

12.2.1 问问问题题题描描描述述述

已知导弹采用遜尾追法逢追踪空中目标，目标初始位置为 逨逳, 逴逩 ，以 進逰逰m/s 的速度沿 x 轴

正向匀速飞行，导弹速度恒定为 逴逰逰m/s 。需要建立数学模型确定导弹在追踪过程中的飞行轨

迹，该问题最终转化为求解关于导弹飞行轨迹函数 y 逽 f逨x逩 的高阶微分方程。

12.2.2 需需需求求求分分分析析析

军事上，准确掌握导弹飞行轨迹对于提高打击命中率、规避敌方防御以及实施有效的拦截
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行动至关重要。在教学中，学生需要通过分析此类实际问题，理解数学建模的过程和方法，学

会运用所学的数学知识（如微分方程）解决实际场景中的问题，培养理论联系实际的能力。

12.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

建立直角坐标系，设发射时刻 t 逽 逰 时，导弹位于坐标原点 逨逰, 逰逩 ，空中目标位于

点 逨逳, 逴逩 。以水平方向为 x 轴，竖直方向为 y 轴建立平面直角坐标系。

图週進逮進逺 导弹追踪及飞行轨迹问题

根据几何关系建立方程：

（週）切线斜率关系：记导弹在 t 时刻位于点 M逨x, y逩 ，空中目标在 t 时刻的位置坐标

是 逨xA, 逴逩 。因为目标初始位置是 逨逳, 逴逩 ，且飞行速度是 進逰逰m/s ，所以 xA 逽 逳 逫 進逰逰t 。又

因为导弹在飞行过程中始终指向空中目标，所以点 M 处的切线斜率等于 M 点和 A 点连线

的斜率，即
逴− y

逳 逫 進逰逰t− x
逽
dy

dx
,

此方程建立了导弹飞行轨迹的斜率与目标和导弹位置关系的联系。

（進）速度分解关系：把导弹的速度进行分解，根据速度的合成与分解原理，两个沿坐标轴
的分速度的平方和即为导弹速度的平方。已知导弹速度为 逴逰逰m/s ，所以

逨
dx

dt
逩2 逫 逨

dy

dt
逩2 逽 逴逰逰2,

该方程描述了导弹在 x 和 y 方向上速度分量与总速度的关系。

（逳）消去参数 t 得到微分方程：由

逴− y
逳 逫 進逰逰t− x

逽
dy

dx
,
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可得

進逰逰t 逽
逴− y
dy
dx

逫 x− 逳.

令 p 逽 dx
dy ，则

dx
dt 逽 dx

dy ·
dy
dt 逽 pdydt ，代入 逨dxdt 逩

2 逫 逨dydt 逩
2 逽 逴逰逰2 ，可得

逨
dy

dt
逩2逨週 逫 p2逩 逽 逴逰逰2,

从而解出：
dy

dt
逽

逴逰逰√
週 逫 p2

,
dx

dt
逽 p

逴逰逰√
週 逫 p2

.

将 進逰逰t 逽 4−y
p 逫 x − 逳 两边对 y 求导，结合 dx

dt 和
dy
dt 的关系，经过一系列的求导、化简运

算：

進逰逰
dt

dy
逽
−p逨逴− y逩′p逫 逨逴− y逩p′

p2
逫
dx

dy
− 逰

進逰逰
週
dy
dt

逽
−p逨−週逩p逫 逨逴− y逩dpdy

p2
逫 p

進逰逰

√
週 逫 p2

逴逰逰
逽
p2 逫 逨逴− y逩dpdy

p2
逫 p√

週 逫 p2

進
逽
p2 逫 逨逴− y逩dpdy

p2
逫 p

p2
√

週 逫 p2

進
逽 p2 逫 逨逴− y逩dp

dy
逫 p3

逨逴− y逩dp
dy

逽
p2
√

週 逫 p2

進
− p2 − p3

逨逴− y逩dp
dy

逽
p2逨
√

週 逫 p2 − 進− 進p逩
進

又因为
√

週 逫 p2 ≈ 週 逫 p2

2 （当 p 较小时的近似），代入上式并进一步化简可得

逨逴− y逩dp
dy

逽
週
進
逨週 逫 p2逩,

即
d2x

dy2
逨逴− y逩 逽

週
進
遛週 逫 逨

dx

dy
逩2遝,

这就是导弹运动轨迹满足的高阶微分方程。
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12.3.1 方方方法法法选选选择择择

主要运用几何关系和物理中速度的合成与分解原理建立方程，通过对变量进行求导、代
换、化简等代数运算，消去参数 t ，得到关于轨迹函数导数的微分方程。对于得到的可降阶高

阶微分方程，后续采用降阶法进行求解。

12.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

12.4.1 模模模型型型求求求解解解

（週）解方程：

令 p 逽 dx
dy ，则

d2x
dy2 逽 dp

dy ，则方程

d2x

dy2
逨逴− y逩 逽

週
進
遛週 逫 逨

dx

dy
逩2遝

可化为

逨逴− y逩dp
dy

逽
週
進
逨週 逫 p2逩.

分离变量并积分，得： ∫
dp

週 逫 p2
逽
∫

dy

進逨逴− y逩
,

通过积分运算，得到了 p 与 y 的一个关系式

遡遲遣遴遡遮逨p逩 逽 −週
進

遬遮 |逴− y|逫 C.

（進）确定积分常数 C ：

由于当 t 逽 逰 时， x 逽 逰 ， y 逽 逰 ，代入 4−y
3+200t−x 逽 dy

dx ，可得 dy
dx

∣∣
(0,0)

逽 4
3 ，

即 p
∣∣
(0,0)

逽 3
4 。将 p 逽 3

4 ， y 逽 逰 代入上述等式，得

遡遲遣遴遡遮逨3
4逩 逽 −1

2 遬遮逨逴逩 逫 C ，解得 C 逽 遡遲遣遴遡遮逨3
4逩 逫 1

2 遬遮逨逴逩 。

从而求得
dx

dy
逽 遴遡遮

(
−週

進
遬遮 |逴− y|逫 遡遲遣遴遡遮逨

逳
逴
逩 逫

週
進

遬遮逨逴逩
)
.

（逳）积分求导弹的飞行轨迹方程：两边对 y 积分，得到

x 逽
∫

遴遡遮
(
−週

進
遬遮 |逴− y|逫 遡遲遣遴遡遮逨

逳
逴
逩 逫

週
進

遬遮逨逴逩
)
dy.

此即为导弹的飞行轨迹方程。
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12.4.2 结结结果果果分分分析析析

通过求解得到的导弹飞行轨迹方程，能够精确描述导弹在追踪目标过程中的路径。从军事

应用角度，可根据此轨迹优化导弹发射参数，例如调整发射角度、速度等，以提高打击精度；
在防空反导方面，可依据来袭导弹的轨迹进行提前预判，合理部署拦截系统，确定拦截点和拦
截时机。从教学角度，学生通过参与整个建模和求解过程，深入理解可降阶高阶微分方程的求
解方法和实际应用价值，学会如何将实际问题转化为数学问题并进行求解，培养了数学建模能

力和逻辑思维能力。同时，也让学生认识到数学在军事工程等实际领域中的重要性和广泛应

用。

12.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

12.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

军事领域拓展：在军事上，除了常规导弹追踪，还可用于研究巡航导弹在复杂地形和对抗
环境下的轨迹规划，考虑地形约束、敌方干扰等因素对轨迹方程进行修正；对于反舰导弹，可
结合目标舰艇的机动模型，建立更精准的追踪轨迹模型，提高对海上目标的打击能力。此外，
在导弹防御系统中，可根据敌方导弹轨迹模型，优化拦截弹的发射策略，提高拦截成功率。
民用领域应用：在民用领域，类似的追踪问题可应用于无人机追踪目标。例如，在物流配

送中，无人机追踪货物运输车辆或特定配送点，通过建立追踪轨迹模型，实现高效、精准的配
送任务；在智能机器人领域，机器人追踪特定物体或目标人物，可用于安防监控、搜索救援等
场景。通过建立数学模型确定运动轨迹，实现精准追踪和操作。在航空航天领域，卫星追踪目

标飞行器或空间碎片，也可借鉴此类模型进行轨道规划和追踪控制。

12.5.2 反反反思思思总总总结结结

模型假设局限性：当前模型假设了目标匀速直线运动、导弹速度恒定以及遜尾追法逢等较为

理想的情况。在实际中，目标可能会进行复杂的机动动作，如突然变速、变向、做规避动作

等；导弹在飞行过程中也可能受到空气阻力、气象条件、自身动力系统变化等因素影响，导致

速度并非严格恒定；而且遜尾追法逢在实际应用中可能会受到信号传输延迟、制导误差等因素干

扰。后续可考虑建立更复杂、更符合实际的目标运动模型和导弹动力学模型，引入更多的变量
和参数，如目标的加速度、导弹的变质量模型（考虑燃料消耗）等，使导弹轨迹计算更符合实

际作战环境。
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案例週進 导弹追踪及飞行轨迹问题应用案例 高等数学应用案例库

求解方法与计算精度：在求解过程中，部分积分计算复杂，虽然采用了一些常见的积分技
巧和近似方法，但仍可能存在计算误差。可探索更简便、更精确的求解方法，例如利用数值计

算方法（如龙格逭 库塔法等）结合计算机编程进行求解，既能提高计算效率，又能保证计算精

度。同时，在教学中可引导学生思考不同求解方法的优缺点，培养学生的创新思维和问题解决

能力，让学生了解在实际应用中如何根据具体问题选择合适的求解方法。
多学科融合：导弹追踪问题涉及到数学、物理学、控制工程、军事学等多个学科领域。在

进一步研究中，应加强多学科的融合，综合考虑各学科因素对导弹轨迹的影响。例如，结合空

气动力学知识考虑导弹飞行时的气动力对轨迹的影响；利用控制理论优化导弹的制导算法，使

导弹能够更准确地追踪目标；从军事战略角度，考虑战场环境、敌方防御策略等因素对导弹轨
迹规划的影响，从而建立更全面、更实用的导弹追踪模型。
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案案案例例例13 攀攀攀岩岩岩问问问题题题应应应用用用案案案例例例

13.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

13.1.1 背背背景景景简简简介介介

随着全民健身热潮，攀岩运动日益流行。攀岩过程中，选择合适的起点和路线至关重要，
这涉及到对地形高度变化的分析。从数学角度，可利用多元函数的方向导数和梯度等知识来研

究攀岩难度相关问题。

13.1.2 应应应用用用目目目标标标

通过分析多元函数 h逨x, y逩 的方向导数和梯度，帮助攀岩者确定在何处、朝什么方向攀岩

难度最大，为攀岩者规划路线提供理论依据。同时，在教学中，可让学生理解多元函数相关概

念在实际问题中的应用。

13.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

13.2.1 问问问题题题描描描述述述

图週逳逮逳逺 小山丘实图

已知小山丘底部所在平面为 xoy 平面，底部区域 D 逽 {逨x, y逩|x2 逫 y2 − xy ≤ 逷逵} ，高度

函数为 h逨x, y逩 逽 逷逵 − x2 − y2 逫 xy 。（週）求解函数 h逨x, y逩 在哪个方向上方向导数最大；
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案例週逳 攀岩问题应用案例 高等数学应用案例库

（進）在 D 的边界上找一点 M 使 h逨x, y逩 梯度的模达到最大。

13.2.2 需需需求求求分分分析析析

攀岩者需要明确从山脚下不同位置出发，朝哪个方向攀爬难度最大，以便选择更具挑战性
的路线。通过解决此类问题，学生可掌握多元函数方向导数和梯度的计算及应用。

13.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

13.3.1 问问问题题题建建建模模模

对于方向导数，根据方向导数的定义和性质，函数在某点沿梯度方向的方向导数最大。所
以先求出 h逨x, y逩 的梯度 ∇h逨x, y逩 。

对于在区域 D 边界上找使梯度模最大的点，可利用拉格朗日乘数法，设边界方程
为 g逨x, y逩 逽 x2 逫 y2 − xy − 逷逵 逽 逰 ，构建拉格朗日函数

L逨x, y, λ逩 逽 h逨x, y逩 逫 λg逨x, y逩.

13.3.2 方方方法法法选选选择择择

运用多元函数求偏导数的方法计算梯度，再根据方向导数与梯度的关系求解方向导数最大

的方向；利用拉格朗日乘数法求解在约束条件下函数的极值问题。

13.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

週逮 求函数 h逨x, y逩 方向导数最大的方向

求 h逨x, y逩 的偏导数：

hx 逽
∂h

∂x
逽 −進x逫 y, hy 逽

∂h

∂y
逽 −進y 逫 x.

则梯度 ∇h逨x, y逩 逽 逨hx, hy逩 逽 逨−進x逫 y,−進y 逫 x逩 。

根据方向导数的性质，函数 h逨x, y逩 在梯度 ∇h逨x, y逩 的方向上方向导数最大。

進逮 在 D 的边界上找一点 M 使 h逨x, y逩 梯度的模达到最大

（週）构建拉格朗日函数

L逨x, y, λ逩 逽 逨−進x逫 y逩2 逫 逨−進y 逫 x逩2 逫 λ逨x2 逫 y2 − xy − 逷逵逩
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案例週逳 攀岩问题应用案例 高等数学应用案例库

这里求梯度的模的平方方便计算，因为模最大时平方也最大。

（進）求偏导数并令其为逰，得：

Lx 逽 進逨−進x逫 y逩逨−進逩 逫 進逨−進y 逫 x逩逨−週逩 逫 λ逨進x− y逩 逽 逰

Ly 逽 進逨−進x逫 y逩逨−週逩 逫 進逨−進y 逫 x逩逨−進逩 逫 λ逨進y − x逩 逽 逰

Lλ 逽 x2 逫 y2 − xy − 逷逵 逽 逰

解得 x 逽 y 逽 ±逵
√

逳 ； x 逽 ±逵 ， y 逽 ∓逵 。

（進）计算这些点处梯度的模：

当 x 逽 y 逽 逵
√

逳 时， |∇h| 逽 逵
√

逶 ；当 x 逽 y 逽 −逵
√

逳 时， |∇h| 逽 逵
√

逶 ；

当 x 逽 逵 ， y 逽 −逵 时， |∇h| 逽 週逵
√

進 ；当 x 逽 −逵 ， y 逽 逵 时， |∇h| 逽 週逵
√

進 。

比较可得，当 x 逽 ±逵 ， y 逽 ∓逵 时，梯度的模达到最大。

13.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

13.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

在实际攀岩运动中，可结合地理信息系统（遇遉道），将地形高度数据转化为函数形式，利

用上述方法为攀岩者规划更具挑战性的路线。
在山地建筑规划中，可利用类似方法分析地形坡度变化，合理布局建筑，减少施工难度和

成本。

13.5.2 反反反思思思总总总结结结

此模型仅考虑了地形高度函数，实际攀岩中还需考虑岩石质地、摩擦力等因素，后续可进

一步完善模型。

在教学中，可引导学生思考如何将更多实际因素纳入模型，培养学生解决复杂实际问题的

能力。
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案案案例例例14 电电电感感感电电电路路路中中中的的的电电电流流流计计计算算算案案案例例例

14.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

14.1.1 背背背景景景简简简介介介

在电路分析领域，电感元件是基本的电路元件之一。当电感线圈接入直流电压电路时，电

流随时间的变化遵循一定规律。研究此类问题对于理解电路的动态特性至关重要，在电力系

统、电子设备设计等诸多实际工程中都有广泛应用。

14.1.2 应应应用用用目目目标标标

通过建立数学模型求解 t 时刻电路中通过的电流 i逨t逩 ，帮助工程师和技术人员准确掌握
电感电路在直流电压作用下的电流变化情况，从而合理设计电路参数，确保电路稳定运行。在

教学中，可使学生深入理解电感电路的工作原理以及微分方程在电路分析中的应用。

14.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

14.2.1 问问问题题题描描描述述述

图週逴逮逴逺 电感线圈电路

如图所示，在电感为L的电感线圈电路中加上直流电压E，在时刻t 逽 逰时闭合开关S，

设t 逽 逰时，电感线圈中的磁通量为ϕ 逽 逰，试求t时刻电路中通过的电流i逨t逩。
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案例週逴 电感电路中的电流计算案例 高等数学应用案例库

14.2.2 需需需求求求分分分析析析

从工程实际出发，电路设计者需要明确电感电路中电流的变化规律，以便选择合适的电
源、电感等元件，避免电路在启动瞬间出现过大电流等问题。从教学角度，学生需要通过解决

此类问题，掌握运用物理定律建立微分方程并求解的方法，提升理论联系实际的能力。

14.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

14.3.1 问问问题题题建建建模模模

根据电磁感应定律，电感两端的电压 u 逽 Ldi
dt 。

在直流电压 E 作用下，由基尔霍夫电压定律可知 E 逽 Ldi
dt ，这是一个一阶常微分方程，

同时已知初始条件 i逨逰逩 逽 逰 （因为 t 逽 逰 时磁通量 ϕ 逽 逰 ，根据 ϕ 逽 Li ，可得 i 逽 逰 ）。

14.3.2 方方方法法法选选选择择择

采用分离变量法求解该一阶常微分方程。分离变量法是求解一阶常微分方程的常用方法，

将含有 i 和 t 的项分别移到等式两边，然后进行积分运算。

14.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

14.4.1 模模模型型型求求求解解解

方程 E 逽 Ldi
dt 分离变量可得：

di
dt 逽 E

L ，即 di 逽 E
Ldt 。

等式两边进行积分：
∫ i

0 di 逽
∫ t

0
E
Ldt 。左边积分得 i−逰 逽 i ，右边积分得 E

L t−逰 逽 E
L t 。

所以 i逨t逩 逽 E
L t 。

14.4.2 结结结果果果分分分析析析

得到的电流表达式 i逨t逩 逽 E
L t 表明，在直流电压作用下，电感电路中的电流随时间呈线性

增长。这是因为电感具有阻碍电流变化的特性，在初始时刻电流为 逰 ，随着时间推移，电流逐

渐增大。该结果对于电路设计具有重要指导意义，例如在设计含有电感的滤波电路时，可根据

此规律合理选择电感值和电源电压，以满足电路对电流变化速率的要求。同时，在教学中，学
生通过求解此问题，深入理解了电感电路的动态特性以及微分方程在电路分析中的应用方法。
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案例週逴 电感电路中的电流计算案例 高等数学应用案例库

14.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

14.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

在电力系统中，电感元件广泛应用于变压器、电抗器等设备。通过分析电流变化规律，可
优化这些设备的设计，提高电力系统的稳定性和可靠性。例如，在设计电抗器时，可根据负载
需求和系统参数，利用该模型合理选择电感值，抑制短路电流等。

在电子电路中，电感常用于振荡电路、电源滤波电路等。了解电感电路的电流变化规律，

有助于设计高性能的电子设备，如在设计开关电源时，可精确控制电感中的电流变化，提高电

源的转换效率和输出稳定性。

14.5.2 反反反思思思总总总结结结

此模型假设了理想的直流电压源和线性电感，实际电路中电源可能存在内阻，电感也可能

存在非线性特性。后续可考虑将这些因素纳入模型，使分析更符合实际情况。例如，考虑电源

内阻 R0 时，基尔霍夫电压定律变为 E 逽 Ldi
dt 逫R0i ，这是一个一阶线性非齐次微分方程，求

解方法会有所不同。
在教学中，可引导学生进一步探讨实际电路中各种因素对电流变化的影响，培养学生的创

新思维和解决复杂问题的能力。同时，可通过实验验证理论模型，让学生更直观地感受电感电

路的动态特性。

逴逹



案案案例例例15 阻阻阻容容容电电电路路路方方方程程程应应应用用用案案案例例例

15.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

15.1.1 背背背景景景简简简介介介

在电路理论中， RC 串联电路是基础且重要的电路模型。电阻 R 、电容 C 以及电

源 E 共同作用，使得电路中的电量、电流等物理量随时间变化。研究 RC 电路对于理解电路

的暂态和稳态特性至关重要，在电子技术、通信工程等众多领域有着广泛应用，如滤波电路、
振荡电路等。

15.1.2 应应应用用用目目目标标标

通过建立并求解 RC 回路中电量 q 满足的微分方程，能够准确掌握电路中电量随时间的

变化规律。这有助于工程师在设计电路时，合理选择电阻、电容和电源参数，以满足电路的功
能需求，例如实现特定的信号滤波、延时等功能。在教学中，可使学生深入理解电路理论和微

分方程的实际应用，培养学生解决实际工程问题的能力。

15.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

15.2.1 问问问题题题描描描述述述

图週逵逮逵逺 阻容串联电路
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案例週逵 阻容电路方程应用案例 高等数学应用案例库

已知在如图所示的 RC 串联回路中，电源 E 逽 逶逰 遳適遮 逳逰t V ，电阻 R 逽 週逰逰 逊 ，电

容 C 逽 逰.逰逰進 F ，且电容上初始电量为 逰 ，求电量 q 满足的微分方程，并求解。

15.2.2 需需需求求求分分分析析析

从工程实际角度，电路设计者需要明确电路中电量的变化情况，以便设计出性能优良的电

路。从教学角度，学生需要通过解决此类问题，掌握如何运用电路基本定律建立微分方程，并

运用数学方法求解，提升综合运用知识的能力。

15.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

15.3.1 问问问题题题建建建模模模

根据电路知识，电容两端的电压 UC 逽 q
C ，电阻两端的电压 UR 逽 Ri ，而电流 i 逽 dq

dt 。

由基尔霍夫电压定律可知，在 RC 串联回路中 E 逽 UR 逫 UC ，将 UR 逽 Rdq
dt ， UC 逽

q
C ， E 逽 逶逰 遳適遮 逳逰t 代入可得： 逶逰 遳適遮 逳逰t 逽 週逰逰dqdt 逫 q

0.002 ，整理后得到电量 q 满足的微分

方程为：

週逰逰
dq

dt
逫 逵逰逰q 逽 逶逰 遳適遮 逳逰t,

即 dq
dt 逫 逵q 逽 逰.逶 遳適遮 逳逰t ，同时满足初始条件： q逨逰逩 逽 逰 。

15.3.2 方方方法法法选选选择择择

这是一个一阶线性非齐次微分方程，采用常数变易法或利用一阶线性非齐次微分方程的通
解公式来求解。

15.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

15.4.1 模模模型型型求求求解解解

（週）求对应齐次方程的通解

将对应齐次方程 dq
dt 逫 逵q 逽 逰 分离变量得： dq

q 逽 −逵dt ，

两边积分：
∫ dq

q 逽 −
∫

逵dt ，得到： 遬遮 |q| 逽 −逵t逫 C1 ，

于是，得对应齐次方程的通解为： q 逽 Ce−5t （ C 逽 eC1 ）。

（進）常数变易法求非齐次方程的通解
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案例週逵 阻容电路方程应用案例 高等数学应用案例库

设非齐次方程的解为 q 逽 C逨t逩e−5t ，则 dq
dt 逽 C ′逨t逩e−5t − 逵C逨t逩e−5t 。

将 q 和 dq
dt 代入原非齐次方程可得：

C ′逨t逩 逽 逰.逶e5t 遳適遮 逳逰t.

积分可得： C逨t逩 逽 0.6
925逨逵 遳適遮 逳逰t− 逳逰 遣遯遳 逳逰t逩e5t 逫 C2 逬 从而，原非齐次方程的通解为：

q 逽
逰.逶
逹進逵

逨逵 遳適遮 逳逰t− 逳逰 遣遯遳 逳逰t逩 逫 C2e
−5t.

（逳）求满足条件的特解

将初始条件 q逨逰逩 逽 逰 代入通解可得： 逰 逽 0.6
52+302 逨逵× 逰− 逳逰× 週逩逫C2 ，解得 C2 逽 18

925 。

于是，得到电量：

q逨t逩 逽
逰.逶
逹進逵

逨逵 遳適遮 逳逰t− 逳逰 遣遯遳 逳逰t逩 逫
週逸
逹進逵

e−5t.

15.4.2 结结结果果果分分分析析析

电量 q逨t逩 的表达式由两部分组成，一部分是随时间按指数衰减的项 18
925e

−5t ，这

是暂态响应，随着时间推移会逐渐衰减至逰 ；另一部分是与电源激励相关的正弦和余弦

项 0.6
925逨逵 遳適遮 逳逰t − 逳逰 遣遯遳 逳逰t逩 ，这是稳态响应，反映了电路在稳定状态下电量随电源激励的变

化情况。该结果对于分析 RC 电路的动态特性具有重要意义，工程师可根据此结果调整电路参

数，使电路满足特定的性能要求，例如通过改变电阻和电容值来调整暂态响应的衰减速度和稳

态响应的幅度。

在教学中，学生通过求解过程深入理解了一阶线性非齐次微分方程在电路分析中的应用，

以及电路暂态和稳态响应的概念。

15.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

15.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

在电子电路设计中， RC 电路常用于滤波。通过调整 R 和 C 的值，可设计出低通、高

通、带通等不同类型的滤波器，利用上述电量变化规律可精确分析滤波器对不同频率信号的响

应，优化滤波器性能。例如在音频处理电路中，可设计 RC 低通滤波器去除高频噪声。

在信号处理领域， RC 电路可用于信号延时、积分和微分等操作。根据电量 q逨t逩 的表达

式，可准确控制信号的延时时间和处理效果，在通信系统中实现信号的预处理和调理。
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案例週逵 阻容电路方程应用案例 高等数学应用案例库

15.5.2 反反反思思思总总总结结结

此模型假设了理想的电路元件，实际中电阻可能存在温度系数，电容可能存在漏电等非理

想特性，这些因素会影响电路的性能和电量变化规律。后续可考虑建立更复杂的模型，纳入这

些非理想因素，提高分析的准确性。

在教学中，可引导学生进一步探讨如何通过实验测量来验证理论模型，以及如何根据实际

测量结果对模型进行修正和优化，培养学生的实践能力和科学思维。
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案案案例例例16 放放放电电电电电电路路路研研研究究究应应应用用用案案案例例例

16.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

16.1.1 背背背景景景简简简介介介

在电路分析领域， LC 串联电路是常见的基础电路结构。电容充电后通过电感放电的过程

涉及到电磁能量的转换与传递。研究此类电路有助于理解电路中的暂态过程、电磁振荡等现

象，电子通信、电力系统等众多实际工程场景中有广泛应用，如信号滤波、振荡电路设计等。

16.1.2 应应应用用用目目目标标标

准确求出在电容放电过程中， t 时刻电容 C 上的电量 q逨t逩 以及流过电路的电流 i逨t逩 ，从

而深入了解 LC 串联电路放电过程的电气特性。

16.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

16.2.1 问问问题题题描描描述述述

图週逶逮逶逺 LC 串联电路

如图所示，已知电容 C 充电到电压 E 后，在 t 逽 逰 时刻闭合开关 S 开始放电，确定在任

意时刻 t ，电容电量及电路中的电流变化。
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案例週逶 放电电路研究应用案例 高等数学应用案例库

16.2.2 需需需求求求分分分析析析

为了精确描述电路的工作状态，需要建立合适的数学模型来求解电量 q逨t逩 和电流 i逨t逩 。这

要求我们综合运用电路理论知识（如电感、电容的伏安特性）以及数学工具（常微分方程）。

16.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

16.3.1 问问问题题题建建建模模模

根据基尔霍夫电压定律（KV L），在 LC 串联电路中，电感上的电压 Ldi
dt 与电容上的电

压 UC 之和为逰，即 Ldi
dt 逫 UC 逽 逰 ，且 UC 逽 q

C 。

又因为电流 i 逽 dq
dt ，对其求导可得

di
dt 逽 d2q

dt2
，将其代入上述方程，得到 Ld

2q
dt2

逫 q
C 逽 逰 。

设 ω0 逽 1√
LC
为角频率，方程进一步化为下列二阶常系数线性齐次微分方：

d2q

dt2
逫 ω2

0q 逽 逰.

16.3.2 方方方法法法选选选择择择

对于二阶常系数线性齐次微分方程 y′′逫 py′逫 qy 逽 逰（这里 y 逽 q ， p 逽 逰， q 逽 ω2
0 ），

我们可以通过求解其特征方程来得到通解。其特征方程为 r2 逫 ω2
0 逽 逰 。

16.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

16.4.1 模模模型型型求求求解解解

（週）求特征根：解特征方程 r2 逫 ω2
0 逽 逰 的特征根为： r 逽 ±jω0 （其中 j 逽

√
−週 ）。

（進）求通解：根据二阶常系数线性齐次微分方程的通解形式，当特征根为 r1,2 逽

α± jβ 时，通解为

y 逽 eαt逨C1 遣遯遳βt逫 C2 遳適遮βt逩.

于是，当 α 逽 逰 ， β 逽 ω0 时，电量 q逨t逩 的通解为：

q逨t逩 逽 C1 遣遯遳ω0t逫 C2 遳適遮ω0t.

（逳）确定初始条件：在 t 逽 逰 时，电容充电到电压 E ，根据 UC 逽 q
C ，可得 q逨逰逩 逽

CE ；同时，在 t 逽 逰 时刻刚闭合开关，电流 i逨逰逩 逽 逰 ，即 q′逨逰逩 逽 逰 。从而得到：

C1 逽 CE, C2ω0 逽 逰,
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案例週逶 放电电路研究应用案例 高等数学应用案例库

解出 C1 逽 CE, C2 逽 逰 。

（逴）求出特解 q逨t逩 和 i逨t逩 逺 将 C1 逽 CE, C2 逽 逰 代入 q逨t逩 ，得t 时刻的电量为： q逨t逩 逽

CE 遣遯遳ω0t 。于是，t 时刻的电流为：

i逨t逩 逽 q′逨t逩 逽 −CEω0 遳適遮ω0t.

16.4.2 结结结果果果分分分析析析

电量 q逨t逩 逽 CE 遣遯遳ω0t 表明电容上的电量随时间呈余弦规律变化，在 t 逽 逰 时电量为初

始值 CE ，随时间推移，电量在正负值之间振荡，反映了电容与电感之间不断进行的能量交

换。

电流 i逨t逩 逽 −CEω0 遳適遮ω0t 表明电流随时间呈正弦规律变化，且在 t 逽 逰 时电流为逰 ，之

后电流也在正负值之间振荡，与电量的变化相互关联，体现了 LC 电路中电磁振荡的特性。

16.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

16.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

该模型可用于设计振荡电路，通过调整电感 L 和电容 C 的值来改变角频率 ω0 ，从而产

生特定频率的振荡信号，应用于无线电通信中的信号发射与接收等方面。

在滤波电路设计中，利用 LC 电路对不同频率信号的响应特性，去除不需要的频率成分，
保留目标频率信号。

16.5.2 反反反思思思总总总结结结

建立模型过程中，合理运用电路基本定律（如 KV L ）和元件特性（电感、电容伏安关

系）是关键，将物理问题准确转化为数学方程。

求解常微分方程时，特征方程法是解决此类问题的有效手段，但要注意准确确定初始条
件，初始条件的正确获取依赖于对物理过程起始状态的清晰理解。

该模型是基于理想元件建立的，实际电路中存在电阻等损耗因素，可考虑将电阻纳入模型

（得到 RLC 电路模型），使模型更贴近实际情况，进一步提升对实际电路分析的准确性。
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案案案例例例17 交交交流流流电电电路路路中中中的的的电电电功功功和和和平平平均均均功功功率率率应应应用用用案案案例例例

17.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

17.1.1 背背背景景景简简简介介介

在电力系统和电气设备领域，交流电是最常见的电能形式。了解交流电的平均功率对于评

估电气设备的能量消耗、设计供电系统以及优化电力传输等方面具有重要意义。例如，在家庭

用电中，各种电器的功率标注及实际能耗计算，都与交流电的平均功率相关；在工业生产中，

大型电机等设备的功率分析也依赖于此。

17.1.2 应应应用用用目目目标标标

准确求出交流电在一个周期内的平均功率，以便更好地评估电器设备在使用交流电时的实

际耗能情况，合理规划电力供应和使用，提高能源利用效率。

17.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

17.2.1 问问问题题题描描描述述述

已知交流电的表达式为 I逨t逩 逽 Im 遳適遮逨ωt逫 ϕ逩 ，其中 Im 是最大电流， ω 为角频率，周

期 T 逽 2π
ω ，求该交流电在一个周期内的平均功率。

17.2.2 需需需求求求分分分析析析

为了确定交流电在一个周期内实际做功的平均水平，需要根据交流电的电流表达式，结合

功率的相关定义和计算方法，建立合适的数学模型进行求解。这要求我们综合运用三角函数知
识以及积分运算来处理问题。

逵逷



案例週逷 交流电路中的电功和平均功率应用案例 高等数学应用案例库

17.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

17.3.1 问问问题题题建建建模模模

对于纯电阻电路（这里先以纯电阻电路为例进行分析，因为纯电阻电路中电压与电流同相

位），设电阻为 R ，根据欧姆定律，电压 U逨t逩 逽 I逨t逩R 逽 ImR 遳適遮逨ωt逫 ϕ逩 。

功率 P 逨t逩 逽 U逨t逩I逨t逩 逽 I2
mR 遳適遮2逨ωt逫 ϕ逩 。

要求一个周期内的平均功率 P ，根据平均函数值的定义：

P 逽
週
T

∫ T

0
P 逨t逩dt 逽

ω

進π

∫ 2π
ω

0
I2
mR 遳適遮2逨ωt逫 ϕ逩dt.

17.3.2 方方方法法法选选选择择择

利用三角函数的恒等变换以及定积分运算来求解上述积分。先将 遳適遮2逨ωt逫 ϕ逩 利用二倍角

公式 遳適遮2 α 逽 1−cos 2α
2 进行变换，然后对变换后的式子进行积分计算。

17.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

17.4.1 模模模型型型求求求解解解

由公式，可得交流电在一个周期内的平均功率为：

P 逽 1
T

∫ T
0 P 逨t逩dt 逽 1

T

∫ T
0 RI2

m 遳適遮2逨ωt逫 ϕ逩dt

逽 RI2
m
T

∫ T
0 遳適遮2逨ωt逫 ϕ逩dt 逽 RI2

m
T

∫ T
0

1−cos 2(ωt+ϕ)
2 dt

逽 RI2
m

2T

[∫ T
0 dt−

∫ T
0 遣遯遳 進逨ωt逫 ϕ逩dt

]
逽 RI2

m
2T

[
T − 1

2ω 遳適遮 進逨ωt逫 ϕ逩
∣∣T
0

]

逽 RI2
m

2 逨其中T 逽 進π/ω逩

17.4.2 结结结果果果分分分析析析

得到的平均功率 P 逽 1
2I

2
mR 表明，在纯电阻电路中，交流电的平均功率与最大电流的平

方、电阻成正比。这意味着可以通过控制最大电流和电阻值来调节电路的平均功率消耗。例
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案例週逷 交流电路中的电功和平均功率应用案例 高等数学应用案例库

如，在实际电路设计中，如果要降低功率消耗，可以适当减小电阻值（在满足设备正常工作要

求的前提下）或者限制电流的最大值。

17.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

17.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

在实际的电力传输中，考虑输电线路的电阻，根据上述平均功率公式可以评估输电过程中

的功率损耗，从而优化输电电压、电流等参数，减少能量损失。

在电器设备的设计和选型中，依据平均功率公式可以准确计算设备的能耗，为节能型电器

的研发和推广提供理论支持。比如设计低功耗的电子设备时，可以合理选择电阻元件和控制电
流大小来降低平均功率。

17.5.2 反反反思思思总总总结结结

建立模型时，假设了纯电阻电路，实际电路中可能存在电感、电容等元件，这些元件会使

电压和电流产生相位差，后续需要考虑更复杂的电路模型（如遒遌遃电路）来更准确地分析交流

电的功率情况。

在求解积分过程中，利用三角函数性质和换元积分法是关键步骤，要熟练掌握这些数学工

具的运用。同时，对于不同形式的交流电表达式和电路参数，需要灵活调整计算方法和模型。

该平均功率的计算结果对于电力系统的规划、电气设备的运行管理等方面具有重要的指导

意义，但实际应用中还需要综合考虑其他因素，如设备的发热、寿命等与功率相关的问题。

逵逹



案案案例例例18 可可可变变变电电电阻阻阻器器器的的的调调调节节节案案案例例例

18.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

18.1.1 背背背景景景简简简介介介

在电路设计与电子工程领域，可变电阻器是常用的电子元件，用于调节电路中的电流、电

压等参数。多个可变电阻并联组成的可变电阻器能提供更灵活的电阻调节范围。例如在电子实
验中搭建分压电路、限流电路，或者在一些信号处理电路中调整信号的强度等，都需要精确调
节电阻值。

18.1.2 应应应用用用目目目标标标

确定对 n 个阻值关系为 R1 < R2 < · · · < Rn 的可变电阻进行逐个调节时，从粗调到微调

的合理调节次序，以实现对总电阻较为精确的调节，满足不同电路对电阻值的精确需求。

18.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

18.2.1 问问问题题题描描描述述述

由 n 个可变电阻并联成为一个可变电阻器，其中各个可变电阻的电阻值之间的大小关系
为 R1 < R2 < · · · < Rn ，要通过对各电阻进行逐个调节的方法达到对总电阻的调节，试问应通

过怎样的调节次序从粗调到微调，以达到较精确的调节目标？

18.2.2 需需需求求求分分分析析析

为解决此问题，需要依据并联电阻的计算公式建立总电阻与各分电阻的关系模型，再通过

分析各电阻变化对总电阻变化量的影响程度，来确定合理的调节次序。这要求我们熟练运用数
学中的函数分析方法以及并联电阻的相关知识。
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18.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

18.3.1 问问问题题题建建建模模模

对于 n 个电阻 R1, R2, · · · , Rn 并联，根据并联电阻公式，总电阻 R 满足：

週
R

逽
週
R1

逫
週
R2

逫 · · ·逫 週
Rn

,

于是，总电阻可表示为：

R 逽
週

1
R1

逫 1
R2

逫 · · ·逫 1
Rn

.

两边关于 Ri 求偏导数，得到：

∂R

∂Ri
逽 − 週

逨 1
R1

逫 1
R2

逫 · · ·逫 1
Rn

逩2

(
− 週
R2
i

)
逽
(
R

Ri

)2

, 逨i 逽 週, 進, · · · , n逩.

18.3.2 方方方法法法选选选择择择

分析 ∂R
∂Ri

的大小来判断 Ri 变化对总电阻 R 变化的影响程度。 ∂R
∂Ri

越大，说明 Ri 相

同的变化量会引起总电阻 R 更大的变化，适合用于粗调； ∂R
∂Ri

越小，适合用于微调。

18.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

18.4.1 模模模型型型求求求解解解

由于 R1 < R2 < · · · < Rn ，则
∂R
∂R1

> ∂R
∂R2

> · · · > ∂R
∂Rn

，

所以调节次序应该是先调节 R1 进行粗调，因为 R1 的变化对总电阻影响最大，能快

速改变总电阻到大致范围；然后依次调节 R2, R3, · · · , Rn−1 ；最后调节 Rn 进行微调，因

为 Rn 的变化对总电阻影响最小，可以实现对总电阻的精细调节。

18.4.2 结结结果果果分分分析析析

按照先调节 R1 ，再依次调节 R2, R3, · · · , Rn−1 ，最后调节 Rn 的次序，能够实现从粗

调到微调的过程。这样的调节方式可以在调节过程中，先快速将总电阻调整到接近目标值的范

围，再逐步精细调整，提高调节效率和精度。例如在实际电路调节中，能更快更准确地达到所
需的电阻值，满足电路对电阻的精确要求。
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18.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

18.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

在电子设备的电源电路中，通过多个可变电阻并联调节电阻值，进而调整电源的输出电压

和电流，满足不同负载的需求。按照上述调节次序，可以更精准地设置电源参数。

在传感器信号处理电路中，利用可变电阻并联调节电路的增益，通过合理的调节次序，可

以精确调整传感器输出信号的放大倍数，提高信号的准确性和稳定性。

18.5.2 反反反思思思总总总结结结

建立模型时，假设了电阻的变化是微小的，实际调节过程中电阻可能会有较大幅度的变

化，此时偏导数分析的准确性会受到一定影响。后续可以考虑建立更复杂的模型，综合考虑电

阻较大变化时对总电阻的影响。

在实际应用中，还需要考虑电阻的精度、温度系数等因素对调节效果的影响。例如，不同

精度的电阻在调节过程中可能会引入额外的误差，需要在选择电阻和调节过程中加以考虑和补
偿。

该调节次序的确定方法对于多个电阻并联的情况具有一定的通用性，但对于其他复杂的电

阻连接方式（如混联等）并不适用，需要进一步研究不同连接方式下的电阻调节策略。

逶進



案案案例例例19 运运运动动动信信信号号号追追追踪踪踪案案案例例例

19.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

19.1.1 背背背景景景简简简介介介

在实际的信号追踪场景中，例如雷达追踪移动目标、通信设备追踪信号源等情况，由于目

标的移动以及信号传播等因素，追踪设备需要不断调整搜索方向。在平面空间（这里用 xoy 平

面简化表示）中，其运动轨迹就可能呈现出类似题目中所描述的折线形。这种折线形路径反映
了追踪过程中方向和距离的不断变化。

19.1.2 应应应用用用目目目标标标

通过建立数学模型来准确确定最终追到信号源时所在点的坐标，这对于实际的追踪系统至
关重要。比如在军事领域可用于精确锁定敌方目标位置，在通信领域能帮助优化信号接收和定

位，提高追踪效率和准确性。

19.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

19.2.1 问问问题题题描描描述述述

在追踪一个运动的信号源时，由于要不断地改变着搜索方向，所以在 xoy 平面内走出的路

径为折线形图形：首先从点O（记为P0）走到点 P1，
−−−→
P0P1与 x 正向夹角为 α ， |

−−−→
P0P1| 逽 l；

再从 P1 走到点 P2 ，
−−−→
P1P2 与

−−−→
P0P1 夹角也为 α ，但 |

−−−→
P1P2| 逽 1

2 |
−−−→
P0P1| ；又从 P2 走到

点 P3 ，
−−−→
P2P3 与

−−−→
P1P2 夹角也为 α ，但 |

−−−→
P2P3| 逽 1

2 |
−−−→
P1P2| ， · · · ，按此规律一直追踪下去，

最终追到了这个运动的信号源。试求最终追到这个运动信号源所在的点 P 的坐标。

逶逳
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图週逹逮逷逺 运动信号追踪

19.2.2 需需需求求求分分分析析析

需要运用合适的数学方法，结合向量的长度和角度信息，将折线形路径转化为可计算的数
学模型，从而求解出点 P 的坐标。由于路径是无限延伸且有规律变化的，涉及到无穷级数的

计算，需要找到有效的方法来处理。

19.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

19.3.1 问问问题题题建建建模模模

将每一段向量在 x 轴和 y 轴上进行分解。设从 Pn−1 到 Pn 的向量为
−−−−−→
Pn−1Pn ，其长度

为 Ln 逽 l × 逨1
2逩n−1 ，与 x 轴正向夹角为 nα 。那么在 x 轴方向上的分量

xn 逽 Ln 遣遯遳逨nα逩 逽 l × 逨
週
進
逩n−1 遣遯遳逨nα逩,

在 y 轴方向上的分量

yn 逽 Ln 遳適遮逨nα逩 逽 l × 逨
週
進
逩n−1 遳適遮逨nα逩.

点 P 的坐标 逨x, y逩 分别为

x 逽
∞∑
n=1

xn, y 逽
∞∑
n=1

yn.

19.3.2 方方方法法法选选选择择择

利用复数的指数形式 eiθ 逽 遣遯遳 θ 逫 i 遳適遮 θ 构造复数级数来求解。通过构造复数级

数 S 逽
∑∞

n=1 l × 逨1
2逩n−1einα ，将 x 坐标对应复数级数的实部， y 坐标对应复数级数的虚

部，再利用等比级数求和公式进行计算。

逶逴
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19.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

19.4.1 模模模型型型求求求解解解

构造复数级数

S 逽
∞∑
n=1

l × 逨
週
進
逩n−1einα

这是首项 a 逽 leiα ，公比 q 逽 1
2e
iα 的等比级数。因为 |q| 逽 |12e

iα| 逽 1
2 < 週 ，可得：

S 逽 leiα

1− 1
2
eiα

逽 l(cosα+i sinα)

1− 1
2

(cosα+i sinα)
逽 2l(cosα+i sinα)

2−(cosα+i sinα)

逽 2l(cosα+i sinα)(2−(cosα−i sinα))
(2−(cosα+i sinα))(2−(cosα−i sinα)) 逽 2l(2 cosα−cos2 α−sin2 α+i(2 sinα−cosα sinα+cosα sinα))

4−2(cosα−i sinα)−2(cosα+i sinα)+(cos2 α−i2 sin2 α)

逽 2l(2 cosα−1+2i sinα)

4−4 cosα+(cos2 α+sin2 α)
逽 2l(2 cosα−1+2i sinα)

5−4 cosα

横坐标 x 为 S 的实部，即 x 逽 2l(2 cosα−1)
5−4 cosα ；纵坐标 y 为 S 的虚部，即 y 逽 4l sinα

5−4 cosα。

19.4.2 结结结果果果分分分析析析

得到的坐标表达式中，分母 逵− 逴 遣遯遳α 始终不为零（因为 −週 6 遣遯遳α 6 週 ， 逵− 逴 遣遯遳α >

逵− 逴 逽 週 ）。分子中的三角函数与角度 α 以及初始长度 l 相关，反映了路径的方向和起始条

件对最终坐标的影响。当 α 逽 逰 时， x 逽 2l(2−1)
5−4 逽 進l ， y 逽 逰 ，符合在 x 轴上直线运动的

预期；当 α 逽 π
2 时， x 逽 2l(−1)

5 ， y 逽 4l
5 ，体现了垂直方向运动的特征。

19.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

19.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

在机器人路径规划中，若机器人需要追踪一个移动目标且移动过程中不断调整方向，可利

用此模型来规划机器人的最终位置和路径。

在天体观测中，追踪小行星等天体的运动轨迹，当观测设备不断调整角度和距离时，可通

过类似模型确定天体最终被锁定时的位置。
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19.5.2 反反反思思思总总总结结结

该模型的局限性在于它是基于平面且理想化的情况，实际应用中可能存在三维空间、环境

干扰、信号误差等因素，需要进一步改进模型。
在求解过程中，复数级数的方法较为简洁有效，但对于更复杂的路径变化规律，可能需要

寻找更合适的数学工具。后续可以研究如何将此模型与其他实际因素相结合，提高其通用性和
准确性。

逶逶



案案案例例例20 工工工程程程力力力学学学中中中的的的弯弯弯曲曲曲变变变形形形案案案例例例

20.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

20.1.1 背背背景景景简简简介介介

在工程结构力学领域，梁的变形分析是一个重要的研究内容。梁作为一种常见的结构构

件，广泛应用于建筑、机械、航空航天等众多工程领域。例如在建筑结构中，梁用于承载楼板
及其他结构传来的荷载；在机械制造中，梁可用于支撑和传递力。对梁的挠度（梁在受力后轴

线的竖向位移）和转角（梁截面绕中性轴转动的角度）进行分析，能够帮助工程师了解梁在受
力状态下的变形情况，从而评估结构的安全性和可靠性。

20.1.2 应应应用用用目目目标标标

通过对梁的挠度和转角进行精确计算，工程师可以在设计阶段优化梁的尺寸、材料选择以
及支撑方式等参数，确保梁在实际使用过程中不会因变形过大而影响结构的正常使用功能。例

如，在桥梁设计中，准确计算梁的挠度和转角可以避免桥面出现过大的起伏，保证行车的舒适

性和安全性；在机械加工设备中，合理控制梁的变形能够提高加工精度。

20.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

20.2.1 实实实问问问题题题描描描述述述

问问问题题题1 如图進逰逮逸所示的悬臂梁，一端固定，另一端自由。在自由端受到集中力 F 的作

用，梁的抗弯刚度为 EI （E 为材料的弹性模量，I 为截面的惯性矩，且EI为常数）。求该悬
臂梁自由端的挠度及转角。

问问问题题题2 如图進逰逮逸所示的等截面简支梁，两端为铰支约束，承受均布荷载 q 作用，梁的抗弯
刚度同样为 EI 。求梁的最大挠度以及 B 截面的转角。

逶逷
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图進逰逮逸逺 悬臂梁示意图 图進逰逮逹逺 等截面简支梁示意图

20.2.2 需需需求求求分分分析析析

从力学角度来看，梁的挠度和转角与梁所受的荷载、梁的长度、截面性质以及材料特性等
因素密切相关。为了准确求解这些量，我们需要运用材料力学中的相关理论，如梁的挠曲线
微分方程等。同时，要充分考虑不同梁的边界条件（悬臂梁的一端固定、简支梁的两端铰支

等），这些边界条件将在求解过程中起到关键的约束作用。

20.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

20.3.1 问问问题题题1建建建模模模与与与方方方法法法

根据材料力学知识，梁的挠曲线微分方程为

EI
d2w

dx2
逽 M逨x逩,

其中 w 为挠度， x 为沿梁长度方向的坐标， M逨x逩 为梁的弯矩方程。对于悬臂梁，在集中

力 F 作用下，弯矩方程为：

M逨x逩 逽 −F 逨L− x逩

其中 L 为梁的长度。通过对挠曲线微分方程进行积分求解挠度 w 和转角 θ 逽 dw
dx ，再利用边界

条件（固定端 x 逽 逰 处， w 逽 逰 且 θ 逽 逰 ）确定积分常数。

20.3.2 问问问题题题2建建建模模模与与与方方方法法法

基于梁的挠曲线微分方程逺

EI
d2w

dx2
逽 M逨x逩.

对于承受均布荷载q的简支梁，弯矩方程逺

M逨x逩 逽
q

進
x逨l − x逩

其中 l 为梁的长度。通过对挠曲线微分方程进行两次积分得到挠度表达式，再利用简支梁的边

界条件（x 逽 逰和x 逽 l处，w 逽 逰）确定积分常数。为求最大挠度，需要对挠度表达式求导，令

逶逸
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导数为逰找到极值点，进而求出最大挠度；对于B截面的转角，可通过将x 逽 l代入转角表达式

（转角θ 逽 dw
dx）得到。

20.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

20.4.1 问问问题题题1模模模型型型求求求解解解

週逮 已知 EI d
2w
dx2 逽 M逨x逩 逽 −F 逨L− x逩 ，积分得：

EI
dw

dx
逽
∫
−F 逨L− x逩dx 逽 −FLx逫

週
進
Fx2 逫 C1

这里dw
dx为转角θ，再积分得：

EIw 逽
∫

逨−FLx逫
週
進
Fx2 逫 C1逩dx 逽 −週

進
FLx2 逫

週
逶
Fx3 逫 C1x逫 C2

進逮 利用边界条件 x 逽 逰 时， w 逽 逰 ，代入 EIw 表达式可得： C2 逽 逰 。又 x 逽 逰 时， θ 逽

逰 ，得： C1 逽 逰 。

于是得到悬臂梁的挠度和转角分别为

w 逽
F

逶EI
x3 − FL

進EI
x2, θ 逽

dw

dx
逽

F

進EI
x2 − FL

EI
x

在自由端 x 逽 L 处，挠度和和转角分别为

wL 逽
F

逶EI
L3 − FL

進EI
L2 逽 −FL

3

逳EI
, θL 逽

F

進EI
L2 − FL

EI
L 逽 −FL

2

進EI
.

20.4.2 问问问题题题2模模模型型型求求求解解解

週逮 对方程 EI d
2w
dx2 逽 M逨x逩 逽 q

2x逨l − x逩 逽 q
2逨lx− x2逩 积分得：

EI
dw

dx
逽
∫
q

進
逨lx− x2逩dx 逽

q

進
逨
週
進
lx2 − 週

逳
x3逩 逫 C1

再次积分：

EIw 逽
∫ [

q

進
逨
週
進
lx2 − 週

逳
x3逩 逫 C1

]
dx 逽

q

進
逨
週
逶
lx3 − 週

週進
x4逩 逫 C1x逫 C2

進逮 由边界条件 x 逽 逰 时， w 逽 逰 ； x 逽 l 时， w 逽 逰 ，可得： C2 逽 逰 ， C1 逽 − ql3

24 。

于是，得到挠度和B 截面的转角表达式为：

w 逽
q

進逴EI
逨x4 − 進lx3 逫 l3x逩, θ 逽

dw

dx
逽

q

進逴EI
逨逴x3 − 逶lx2 逫 l3逩.
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令 dw
dx 逽 逰 ，得符合条件的驻点 x 逽 l

2 。

将 x 逽 l
2 代入挠度表达式可得最大挠度逺

wmax 逽 − 逵ql4

逳逸逴EI
.

将 x 逽 l 代入B 截面的转角公式，可得：

θB 逽 − ql3

進逴EI
.

20.4.3 结结结果果果分分分析析析

对于问题週，悬臂梁自由端的挠度和转角与集中力 F 、梁的长度 L 以及抗弯刚度 EI 相

关。挠度 wL 与 L3 成正比，说明梁长度对挠度影响较大；转角 θL 与 L2 成正比。对于问
题進，简支梁的最大挠度 wmax 与均布荷载 q 、梁长度 l 的四次方成正比，与抗弯刚度 EI 成反
比；B 截面转角 θB 与 q 、 l3 成正比，与 EI 成反比。这些结果符合工程力学中对梁变形的一
般认知，并且可以为实际工程设计提供理论依据，例如在设计梁时可根据允许的变形量来选择
合适的材料和尺寸。

20.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

20.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

在建筑结构设计中，对于不同类型的梁（如连续梁、伸臂梁等），可以采用类似的方法结

合其特殊的边界条件和荷载形式来分析挠度和转角，从而优化梁的设计，确保建筑物的安全性

和适用性。

在机械工程中，许多零部件（如机床的导轨、机械臂等）可以简化为梁的模型进行分析。

通过精确计算挠度和转角，可以提高机械系统的精度和稳定性，例如在精密加工设备中，减少

梁的变形可以提高加工精度。

在航空航天领域，飞行器的机翼、机身等结构部件也可看作梁结构。对其挠度和转角的分

析有助于优化飞行器的结构设计，提高飞行性能和安全性。

20.5.2 反反反思思思总总总结结结

上述模型是基于材料力学中的小变形假设和线弹性假设建立的，在实际工程中，当梁的变

形较大或者材料进入非线性阶段时，该模型不再适用，需要考虑非线性力学理论进行修正。
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模型中忽略了一些实际因素，如梁的自重、温度变化对梁变形的影响等。在一些对精度要

求较高的工程中，需要进一步完善模型，考虑这些因素的作用。

在求解过程中，主要运用了积分运算和边界条件确定积分常数的方法。对于更复杂的梁结

构和荷载形式，可能需要借助数值计算方法（如有限元法）来求解，以提高计算效率和精度。

未来可以进一步研究如何将理论模型与数值方法更好地结合，拓展梁变形分析的应用范围。
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案案案例例例21 游游游戏戏戏中中中导导导数数数与与与微微微分分分方方方程程程的的的应应应用用用案案案例例例

21.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

21.1.1 背背背景景景简简简介介介

在现代电子游戏领域，角色的能量系统是至关重要的组成部分。玩家操控角色在游戏环境
中展开各类活动，能量的动态变化对角色的能力以及整体游戏体验起着决定性作用。比如在冒
险类游戏里，角色施展特殊技能、实现快速移动等操作往往需消耗能量；而在战斗类游戏中，
能量可用于发动强力攻击。能量的获取与恢复机制为游戏增添了策略性与趣味性。本题中，角
色能量随时间的变化由一个融合三角函数与对数函数的复合函数给定，同时还存在特定的能量

恢复机制常微分方程，这些设定促使游戏的能量系统更趋复杂且贴近实际游戏状况。

21.1.2 应应应用用用目目目标标标

对于游戏开发者而言，精准把握并精心设计角色能量变化率以及能量恢复机制，能够有效
平衡游戏的难度与趣味性。通过合理调配相关参数，可引导玩家的游戏行为，诸如决定何时收
集星星以补充能量，以及在缺乏星星收集的情况下如何规划角色行动以等待能量自然恢复。对

玩家来说，明晰能量变化规律有助于制定更为有效的游戏策略，进而提升游戏表现。

21.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

21.2.1 问问问题题题描描描述述述

在游戏中，玩家操控角色的能量由 E逨t逩 逽 A 遳適遮逨Bt逩逫C 遬遮逨Dt逫E逩确定，其中A,B,C,D,E为

正常数，t 代表游戏内时间（单位：分钟）。试解决以下问题：
（週）构建角色能量变化率R逨t逩（即能量关于时间的导数）与时间的函数关系，并阐释其在

游戏设计中的意义；
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案例進週 游戏中导数与微分方程的应用案例 高等数学应用案例库

（進）计算当t 逽 週逰分钟时的能量变化率R逨t逩；

（逳）求解游戏中角色能量恢复机制所遵循的常微分方程dE
dt 逽 k

√
E逨t逩，给出通解并说明其

对游戏中角色能量恢复策略的影响。

21.2.2 需需需求求求分分分析析析

从数学层面剖析，第一个问题需运用求导公式对复合函数求导，以获取能量变化率函数；

第二个问题是在第一个问题的基础上，将特定时间值代入能量变化率函数进行运算；第三个问

题则要运用常微分方程的求解方法得出能量随时间恢复的通解。在游戏设计方面，能量变化率
反映了能量在不同时刻的增减速率，对玩家决策以及游戏节奏把控具有重要意义；能量恢复机
制的通解可助力开发者与玩家洞悉在无额外能量获取时能量的自然恢复模式，进而制定合理的

游戏策略。

21.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

21.3.1 建建建模模模与与与方方方法法法

第第第（（（1）））问问问：：：依据导数的物理含义，能量变化率R逨t逩实则为能量函数E逨t逩对时间t的导数。

对于函数 E逨t逩 逽 A 遳適遮逨Bt逩 逫 C 遬遮逨Dt 逫 E逩 ，运用求导基本公式以及复合函数求导法则来

求R逨t逩。

第第第（（（2）））问问问：：：在获取问题週中能量变化率函数R逨t逩后，将t 逽 週逰代入R逨t逩，依照函数求值的

方法进行计算。

第第第（（（3）））问问问：：：方程 dE
dt 逽 k

√
E逨t逩 为可分离变量的常微分方程。可采用分离变量法，将含

有E和t的项分别移至等式两边，两边积分求通解。

21.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

21.4.1 模模模型型型求求求解解解

（週）能量变化率函数

R逨t逩 逽 E′逨t逩 逽 A 遣遯遳逨Bt逩 ·B 逫
C ·D
Dt逫 E

逽 AB 遣遯遳逨Bt逩 逫
CD

Dt逫 E
.

在游戏设计中，R逨t逩表示角色能量在时刻t的变化速率。当R逨t逩 > 逰时，角色能量在增加，可能

是因为玩家收集星星等操作；当R逨t逩 < 逰时，角色能量在减少，可能是角色进行了消耗能量的
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行为。开发者可以通过调整 A,B,C,D,E 这些参数来控制能量变化的快慢和节奏，影响玩家的

游戏体验。
（進）当t 逽 週逰时，将其代入R逨t逩，得：

R逨週逰逩 逽 AB 遣遯遳逨週逰B逩 逫
CD

週逰D 逫 E
.

（逳）常微分方程dE
dt 逽 k

√
E，分离变量：

dE√
E

逽 kdt

两边同时积分： ∫
dE√
E

逽
∫
kdt

得到通解：

E逨t逩 逽
逨kt逫 C1逩2

逴
.

在游戏中，这个通解表示在没有收集星星时角色能量的自然恢复模式。常数k决定了能量恢复的
速度，C1由初始能量值等因素决定。玩家可以根据这个恢复模式，在能量较低时选择合适的策
略，例如寻找安全区域等待能量恢复，或者冒险去收集星星以快速补充能量。开发者也可以通
过调整k值来平衡游戏难度，k值大则能量恢复快，游戏相对容易；k值小则能量恢复慢，游戏
难度增加。

21.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

21.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

游游游戏戏戏平平平衡衡衡调调调整整整：：：除了当前的能量函数和恢复机制，开发者可以进一步引入更多因素，如不
同场景下能量变化率的调整（在危险区域能量消耗加快等），或者根据玩家等级改变能量恢复
速度，从而实现更精细的游戏平衡。
多多多角角角色色色系系系统统统：：：在多人游戏或有多个可操控角色的游戏中，每个角色可以有不同的能量函数

和恢复机制，增加游戏的策略多样性和趣味性。
与与与游游游戏戏戏剧剧剧情情情结结结合合合：：：能量变化和恢复机制可以与游戏剧情紧密结合，例如在特定剧情节点能

量恢复速度大幅提升或降低，增强游戏的故事性和沉浸感。
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21.5.2 反反反思思思总总总结结结

模模模型型型局局局限限限性性性：：：当前模型假设能量函数和恢复机制相对简单和稳定，但在实际游戏中，可能
存在随机事件、突发事件等影响能量变化，模型需要进一步扩展以考虑这些不确定性因素。
参参参数数数敏敏敏感感感性性性：：：游戏中各个参数（如 A,B,C,D,E, k 等）对游戏体验影响较大，需要通过大

量测试和玩家反馈来精细调整这些参数，确保游戏的可玩性和平衡性。
跨跨跨学学学科科科融融融合合合：：：游戏设计中的能量系统涉及数学建模、心理学（影响玩家决策和体验）、计

算机科学（实现游戏机制）等多个学科领域，未来需要进一步加强跨学科的研究和合作，以创
造更优秀的游戏体验。
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案案案例例例22 放放放射射射性性性物物物质质质泄泄泄漏漏漏研研研究究究案案案例例例

22.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

22.1.1 背背背景景景简简简介介介

放射性物质泄漏事件在现实中会对环境与人类健康构成严重威胁。诸如核设施事故、放射
性医疗材料意外泄漏等情形，均要求相关部门迅速采取应对举措进行处理与评估。本案例中，

环保局受委托对放射性碘物质泄漏事件展开调查，明晰辐射水平的衰减状况，对于保障当地居
民安全、指导撤离行动以及后续的环境修复工作而言至关重要。

22.1.2 应应应用用用目目目标标标

通过对辐射水平衰减模型进行分析与计算，确定辐射水平降至可接受程度所需的时长，为
居民安全返回提供依据；同时计算降低到可接受水平时泄漏的放射物总量，有助于评估事件的

危害程度，为后续的清理和防护工作提供数据支撑。

22.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

22.2.1 问问问题题题描描描述述述

环保局近日受托对一起放射性碘物质泄漏事件进行调查，检测结果显示，出事当日，大气
辐射水平是可接受的最大限度的四倍，于是环保局下令当地居民立即撤离这一地区，已知碘物

质放射源的辐射水平是按下式衰减的：

R逨t逩 逽 R0e
−0.004t,

其中 R 是 t 时刻的辐射水平（单位：mR/h）， R0 是初始（t 逽 逰）时的辐射水平，时间 t 按

小时计算，试求：
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逨週逩该地降低到可接受的辐射水平需要多长时间？

逨進逩假设可接受辐射水平的最大限度为 逰.逶 mR/h，那么降低到这一水平时已经泄漏出去的

放射物的总量是多少？（mR逺毫伦琴）

22.2.2 需需需求求求分分分析析析

从数学层面来讲，第一问需要借助指数函数的性质以及对数运算，依据已知的辐射衰减公

式构建方程来求解时间t。第二问则需运用定积分知识，对辐射强度函数在从初始时刻到降低到

可接受水平时刻的这个时间段上进行积分，进而得到泄漏的放射物总量。在实际应用方面，精

确计算这两个量，对于应急响应以及后续处理工作的决策制定具有重要意义。

22.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

（週）设可接受的辐射水平为 R1，已知出事当日辐射水平 R逨逰逩 逽 逴R1，即 R0 逽 逴R1。要

确定辐射水平降低到 R1 所需的时间 t，将 R逨t逩 逽 R1，R0 逽 逴R1 代入辐射衰减公式，通过求

解代数方程关于t的方程得出时间。

（進）依据物理学知识，放射物总量可通过对辐射强度函数在时间区间上进行积分得到。已

知辐射强度函数R逨t逩 逽 R0e
−0.004t，可接受辐射水平为逰.逶 mR/h，先依据问题週求出此时对应的

时间t0，然后在区间遛逰, t0遝上定积分求出放射物总量

Q 逽
∫ t0

0
R0e

−0.004tdt.

22.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

（週）设可接受的辐射水平为R1，已知R0 逽 逴R1，当R逨t逩 逽 R1时，得到：

R1 逽 逴R1e
−0.004t

因 R1 6逽 逰，两边同时除以R1，得到： 週 逽 逴e−0.004t ，解方程，得该地降低到可接受的辐射水

平所需要的时间为
t 逽

遬遮 逴
逰.逰逰逴

逽
進 遬遮 進
逰.逰逰逴

逽 逵逰逰 遬遮 進 逽 逳逴逶.逵 逨h逩.

（進）已知可接受的辐射水平的最大限度为 逰.逶 mR/h，则初始辐射水平 R0 逽 逴 × 逰.逶 逽

進.逴mR/h。由（週）的计算结果可知，降低到 逰.逶 mR/h 所需时间 t 逽 逵逰逰 遬遮 進 小时。从而，放
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射物总量Q为

Q 逽
∫ 500 ln 2

0
進.逴e−0.004tdt 逽 進.逴

∫ 500 ln 2

0
e−0.004tdt 逽 進.逴×

(
− 週

逰.逰逰逴
e−0.004t

) ∣∣∣∣∣
500 ln 2

0

逽 逴逵逰逨mR逩

22.4.1 结结结果果果分分分析析析

对于问题（週），计算结果表明辐射水平降低到可接受程度需要逳逴逶.逵小时，约为週逴.逴逴天。

这表明居民在大约週逴.逴逴天内不能返回该地区，相关部门需要在这段时间内做好居民安置和环

境监测等工作。对于问题（進），计算得出降低到可接受水平时已经泄漏出去的放射物总量

为逴逵逰mR，这一数据能够帮助评估事件的严重程度，为后续的清理和防护措施提供量化依据。

22.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

22.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

其其其他他他放放放射射射性性性物物物质质质泄泄泄漏漏漏：：：类似的分析方法可应用于其他放射性物质泄漏事件，如放射性铯、

钚等物质的泄漏，只需依据不同物质的辐射衰减特性调整相应的衰减公式参数即可。

环环环境境境监监监测测测与与与预预预警警警系系系统统统：：：可将辐射衰减模型与环境监测数据相结合，构建更完善的预警系

统。通过实时监测辐射水平，利用模型预测辐射水平变化趋势，提前采取措施保障公众安全。

核核核设设设施施施退退退役役役与与与清清清理理理：：：在核设施退役过程中，同样会涉及到放射性物质的处理以及辐射水平

的控制。本题的方法可用于评估退役过程中辐射水平的变化以及计算放射物总量，指导退役和

清理工作的开展。

22.5.2 反反反思思思总总总结结结

模模模型型型假假假设设设的的的局局局限限限性性性：：：本题模型假定辐射水平仅按照给定的指数函数衰减，而实际情况中可

能受到多种因素影响，如气象条件（风向、降雨等）对放射性物质扩散和衰减的影响，模型需
要进一步考虑这些复杂因素以提升准确性。

数数数据据据准准准确确确性性性的的的重重重要要要性性性：：：模型计算依赖于初始辐射水平、可接受辐射水平等数据的准确性。

在实际应用中，需确保这些数据的测量和确定具备足够的精度，否则可能导致计算结果偏差较

大，影响决策制定。

多多多学学学科科科融融融合合合的的的需需需求求求：：：处理放射性物质泄漏问题涉及物理学、数学、环境科学、公共卫生等

多个学科领域。未来需要加强多学科的合作与交流，综合运用各学科知识，提升应对此类事件

的能力。
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案案案例例例23 船船船舶舶舶设设设计计计中中中船船船体体体表表表面面面承承承载载载能能能力力力的的的计计计算算算

23.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

23.1.1 背背背景景景简简简介介介

船舶设计需保障航行安全，核心是让船体在水中既不沉没，也能保持平衡。而船体与水接

触的表面受水压力作用，压力的分布和总效应直接影响浮力与重心（浮心）位置，这两个因素

是船舶安全的关键。

23.1.2 应应应用用用目目目标标标

通过数学方法计算船体表面的总压力，进而确定船体的浮力和重心位置，评估船体承载能
力，规避沉没或失衡的风险。

23.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

23.2.1 问问问题题题描描描述述述

船体表面是曲面，水对曲面各点的压力因深度等因素不同（压力随深度增加而增大），计

算整个曲面受到的总压力，并对浮力和重心位置进行分析。

23.2.2 需需需求求求分分分析析析

需要一种能处理遜曲面域上的分布力求和逢的数学工具，因为常规的遜有限个力相加逢无法应

对连续曲面的无限个压力元，必须用积分（曲面积分）来实现遜连续量的累加逢。

逷逹



案例進逳 船舶设计中船体表面承载能力的计算 高等数学应用案例库

23.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

23.3.1 问问问题题题建建建模模模

设水的密度为ρ，重力加速度为g，船体表面某点的深度为h，则该点的水压力为p 逽

ρgh（流体静压力公式）。

取船体表面的微小曲面元dS，该曲面元受到的压力微元为dF 逽 p · dS 逽 ρgh · dS。

整个船体表面的总压力为F 逽
∫∫
S ρgh dS（第一类曲面积分，用于计算遜被积函数在曲面上

的累加逢）。

23.3.2 方方方法法法选选选择择择

选择曲面积分作为核心方法。因为船体表面是连续曲面，压力是曲面上的连续分布量，曲
面积分能精确描述遜无限个压力微元在曲面上的累加逢，实现从遜点压力逢到遜总压力逢的计算。

23.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

23.4.1 模模模型型型求求求解解解

需结合船体的具体形状（曲面S 的方程）、各点深度h 与曲面元dS 的关系，将曲面积

分F 逽
∫∫
S ρgh dS 转化为具体的三重积分（或利用曲面的参数方程转化为二重积分）进行计

算。例如，若船体表面用参数方程~r逨u, v逩 逽 逨x逨u, v逩, y逨u, v逩, z逨u, v逩逩 表示，可通过参数化方法

将曲面积分转化为参数u, v 域上的二重积分求解。

23.4.2 结结结果果果分分分析析析

总压力F 的大小直接关联浮力：根据阿基米德原理，浮力等于排开液体的重量，而从流体

静力学角度，船体表面总压力的竖直分量的合力即为浮力（水平分量相互抵消）。
总压力的分布还能进一步分析重心（浮心）位置：通过对压力分布的矩积分（结合曲面积

分计算力矩），可确定浮心坐标，浮心与重心的相对位置决定了船舶的平衡稳定性。
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案例進逳 船舶设计中船体表面承载能力的计算 高等数学应用案例库

23.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

23.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

曲面积分的应用可拓展到更复杂的流体环境（如非均匀流体、有流动的流体），此时压力
分布不仅与深度有关，还与流速等因素相关，需修正压力公式并重新建模积分。

除了船体，类似的遜曲面受力分析逢在航空（机翼表面空气压力积分）、水利（坝体曲面的

水压力积分）等工程领域也有广泛应用。

23.5.2 反反反思思思总总总结结结

曲面积分是连接遜连续分布的物理量逢与遜总效应逢的关键数学工具，体现了高等数学对工程

问题遜从微观到宏观逢的量化能力。

该案例也反映了遜数学建模与工程需求的结合逢：工程中遜总压力、浮力、重心逢的需求，驱

动了遜曲面积分逢这一数学方法的应用，验证了数学与工程的互促关系。
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案案案例例例24 电电电磁磁磁学学学中中中计计计算算算电电电通通通量量量和和和磁磁磁通通通量量量的的的应应应用用用

24.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

24.1.1 背背背景景景简简简介介介

电磁学研究电场、磁场的分布与相互作用，而遜通量逢是描述场（电场、磁场）穿过某一曲

面的遜总量逢的核心物理量。在工程领域（如电磁屏蔽、电子器件设计），需精确掌握电场逯磁场

穿过特定曲面的通量，以指导技术方案设计。

24.1.2 应应应用用用目目目标标标

利用数学工具（曲面积分）计算穿过曲面的电通量或磁通量，进而分析电场、磁场的分布
规律，为电磁相关工程（如电磁屏蔽材料设计、高频电路布局）提供理论依据。

24.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

24.2.1 问问问题题题描描描述述述

电场（或磁场）是空间中的矢量场，其大小和方向随位置变化。需计算遜电场（或磁场）穿
过某一曲面的总量逢（即电通量或磁通量），但场是连续分布的，无法用遜有限个矢量相加逢描述

总量。

24.2.2 需需需求求求分分分析析析

需要一种能处理遜矢量场在曲面上的累积效应逢的数学方法，曲面积分（尤其是矢量场的曲

面积分）可实现遜无限个场矢量在曲面上的累加逢，从而量化通量。
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案例進逴 电磁学中计算电通量和磁通量的应用 高等数学应用案例库

24.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

24.3.1 问问问题题题建建建模模模

电通量：设电场强度为矢量 ~E，曲面的微小面元为矢量d~S（大小为dS，方向为面元的法

向），则穿过d~S 的电通量微元为d逈e 逽 ~E · d~S（点积，描述 ~E 沿法向的分量与面元的乘积）。

整个曲面S 的电通量为逈e 逽
∫∫
S
~E · d~S。

磁通量：类似地，磁场强度为 ~B 时，磁通量逈m 逽
∫∫
S
~B · d~S。

高斯定理（电场特例）：对于闭合曲面S，电通量与曲面内电荷量Q 满足逈e 逽
∫∫
S
~E · d~S 逽

Q
ε0
（ε0 为真空介电常数），将遜曲面积分计算通量逢与遜电荷的场源作用逢关联。

24.3.2 方方方法法法选选选择择择

选择矢量场的曲面积分（第二类曲面积分）。因为电场、磁场是矢量场，通量需考虑场矢
量与曲面法向的遜投影关系逢（点积的物理意义），曲面积分能精确描述遜矢量场沿曲面法向的分

量在曲面上的累加逢。

24.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

24.4.1 模模模型型型求求求解解解

以高斯定理为例，若已知闭合曲面内的电荷量Q，可直接利用逈e 逽 Q
ε0
得到电通量；若需从

电场分布 ~E逨x, y, z逩 计算，则需将曲面S 参数化（如用直角坐标、柱坐标或球坐标），把曲面积
分
∫∫
S
~E · d~S 转化为三重积分（利用高斯公式，将曲面积分转化为体积分）或直接对曲面的参

数方程进行积分计算。

24.4.2 结结结果果果分分分析析析

电通量结果：若逈e 大，说明穿过曲面的电场遜总量逢大，反映电场在该区域的遜穿透性逢强；

结合高斯定理，还能反推曲面内电荷的分布（若已知逈e，可求Q）。

工程意义：在电磁屏蔽设计中，若某材料表面的电通量小，说明电场遜穿透逢材料的量少，

屏蔽效果好，可据此优化屏蔽材料的结构或材质。
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案例進逴 电磁学中计算电通量和磁通量的应用 高等数学应用案例库

24.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

24.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

磁通量的应用：在变压器、发电机等电磁感应设备中，磁通量的变化是产生感应电动势的

核心（法拉第电磁感应定律E 逽 −dΦm
dt ），通过曲面积分计算磁通量，可指导设备的电磁线圈设

计。

非闭合曲面的通量：如天线接收信号时，需计算电磁波（电场、磁场）穿过天线遜接收

面逢的通量，以评估天线的接收效率，此时曲面积分同样是核心计算工具。

24.5.2 反反反思思思总总总结结结

数学工具的价值：曲面积分是连接遜电磁学矢量场理论逢与遜工程中通量量化需求逢的桥梁，

体现了高等数学对物理规律的遜量化描述能力逢。

学科融合的意义：电磁学的遜通量逢概念依赖曲面积分才能精确计算，反映了数学与物理
（电磁学）的深度融合，也为工程应用（如电磁设备、电磁防护）提供了理论计算的基石。
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案案案例例例25 低低低通通通RC 滤滤滤波波波电电电路路路应应应用用用案案案例例例

25.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

25.1.1 背背背景景景简简简介介介

在电子信息工程领域，电信号是信息传输与处理的核心载体，小到手机充电器、蓝牙耳
机，大到工业传感器、医疗设备，均需对电信号进行精准调控。然而，实际应用场景中，信号

极易受到干扰：例如电网供电会引入週遫遈遺 以上的高频噪声，电子元件振动会产生週逰逰逭週逰逰逰遈遺

的杂波，这些干扰会导致信号失真遼遼如充电器输出电压波动超过逰.週V 会缩短手机电池寿命，
传感器采集的温度信号混入高频杂波会使测量误差扩大週逰逥 以上。传统滤波方案（如电感滤

波）存在体积大、成本高、不易集成的问题，低通RC 滤波电路因结构简单（仅由电阻R 和电
容C 组成）、成本低廉、易于集成，成为消费电子、工业控制等领域解决高频干扰的主流方
案。其核心原理是利用电容遜通交流、隔直流，通高频、阻低频逢的特性，实现遜允许低频信号通

过，阻碍高频信号逢的功能，例如在手机充电器中，可将進進逰V 交流电经整流后的脉动直流信号

（含低频有用信号与高频干扰）处理为平稳的直流电压（仅保留低频有用成分）。要实现这一
功能，需通过数学知识建立输入与输出电压的定量关系，明确不同频率信号经过电路后的振幅

变化与相位偏移规律。

25.1.2 应应应用用用目目目标标标

通过数学知识建立输入电压Vin逨t逩 与输出电压Vout逨t逩 的数学模型，明确不同频率信号

（如逰.週遈遺 低频有用信号、週逰逰遈遺 高频干扰）经过电路后的振幅衰减比例与相位偏移量，确保
高频干扰衰减率≥ 逹逰逥，低频有用信号衰减率≤ 逵逥。计算确定电阻R、电容C 的取值范围（如

在手机充电器中，需输出平稳直流电压，确定R ∈ 遛週遫逊, 週逰遫逊遝、C ∈ 遛週µ遆, 週逰µ遆遝），为电路设

计提供定量依据。
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案例進逵 低通遒遃 滤波电路应用案例 高等数学应用案例库

25.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

25.2.1 问问问题题题描描描述述述

已知低通RC 滤波电路的输入信号为多频率混合信号（含低频有用信号与高频干扰信
号），例如传感器采集的信号可表示为Vin逨t逩 逽 A 遳適遮逨ω1t逩 逫 B 遳適遮逨ω2t逩（其中ω1 逽 進πf1，f1 逽

逰.逵遈遺 为低频有用信号频率，振幅A 逽 逵遖；ω2 逽 進πf2，f2 逽 逵逰逰遈遺 为高频干扰频率，振
幅B 逽 進遖）。如何建立输入与输出电压动态关系的数学模型，得到不同频率信号对应的输

出振幅与相位，量化滤波效果？如何根据求解结果确定R、C 的具体取值，确保满足遜高频衰

减≥ 逹逵逥、低频衰减≤ 逵逥逢，相位偏移量需在遛−逹逰◦, 逰◦遝 范围内，避免信号时序错乱（如在数据

采集系统中，相位偏移过大会导致采样数据错位）的要求？

25.2.2 需需需求求求分分分析析析

建立输入电压Vin逨t逩 与输出电压Vout逨t逩 的精确函数关系，明确不同频率信号经过电路后的

振幅变化与相位偏移规律。而这一过程需综合运用微分方程、三角恒等式、复合函数等数学知

识，将电路中的物理规律（如电容充放电特性、欧姆定律）转化为可定量求解的数学模型，最

终通过数学计算确定电路参数（电阻R、电容C 的取值），满足实际设备的信号处理需求。

25.3 模模模型型型建建建立立立与与与方方方法法法选选选择择择

25.3.1 模模模型型型建建建立立立

（（（1）））变变变量量量与与与参参参数数数

自变量：时间t（单位：遳）、信号角频率ω（单位：遲遡遤逯遳，ω1 逽 進πf1，f 为频率）；

因变量：输入电压Vin逨t逩（单位：遖）、输出电压Vout逨t逩（单位：遖）、电路电流I逨t逩（单

位：遁）；

常量参数：电阻R（单位：逊）、电容C（单位：遆）、时间常数τ 逽 RC（单位：遳）。

（（（2）））物物物理理理关关关系系系方方方程程程

根据电路基本定律，建立三个核心物理方程：

电容电流方程：电容电流与电压变化率成正比，反映电容遜阻碍电压突变逢的特性：

I逨t逩 逽 C
dVout逨t逩
dt

因Vout逨t逩 逽 VC逨t逩，输出电压即电容电压；
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案例進逵 低通遒遃 滤波电路应用案例 高等数学应用案例库

欧姆定律：电阻电压与电流成正比，反映电阻的线性特性：

VR逨t逩 逽 I逨t逩R

分压方程：串联电路总电压等于各元件电压之和：

Vin逨t逩 逽 VR逨t逩 逫 Vout逨t逩

（（（3）））构构构建建建微微微分分分方方方程程程模模模型型型

将电容电流方程代入欧姆定律，消去电流I逨t逩，得 VR逨t逩 逽 RC dVout(t)
dt ；再代入分压方程，

整理得到一阶线性非齐次微分方程：

dVout逨t逩
dt

逫
週
τ
Vout逨t逩 逽

週
τ
Vin逨t逩

该模型描述了输出电压随时间的变化规律，是分析滤波特性的核心数学工具。

25.3.2 方方方法法法选选选择择择

微微微分分分方方方程程程求求求解解解方方方法法法：：：假设输入信号为正弦函数，电路达到稳态后输出也为同频率正弦

信号，无需求解暂态响应（暂态响应仅在电路通电初期存在，持续时间约逳 逵τ，工程中可忽

略），故采用遜稳态解求解法逢，避免复杂的通解计算。

多多多频频频率率率信信信号号号处处处理理理方方方法法法：：：输入信号为多个正弦信号的叠加，电路为线性系统，满足叠加原理

（即总输出逽 各单一频率信号输出之和），故采用遜分频率求解、再叠加逢的策略，简化计算过

程。

参参参数数数优优优化化化方方方法法法：：：根据遜高频衰减≥逹逵逥、低频衰减≤逵逥逢的需求确定τ 逽 RC 的范围，再结

合常规元件型号筛选R、C 组合，故采用遜不等式约束求解逫 元件库匹配逢的方法，确保结果可

工程实现。

25.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

25.4.1 模模模型型型求求求解解解

（（（1）））单单单一一一频频频率率率信信信号号号的的的输输输出出出求求求解解解（以低频ω1 为例）

设输入低频信号为Vin1逨t逩 逽 A 遳適遮逨ω1t逩，根据稳态解特性，设输出为Vout1逨t逩 逽 A1 遳適遮逨ω1t逫

ϕ1逩（A1 为输出振幅，ϕ1 为相位偏移），对Vout1逨t逩 求导得：

dVout1逨t逩
dt

逽 A1ω1 遣遯遳逨ω1t逫 ϕ1逩

逸逷
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代入微分方程可得：

A1ω1 遣遯遳逨ω1t逫 ϕ1逩 逫
A1

τ
遳適遮逨ω1t逫 ϕ1逩 逽

A

τ
遳適遮逨ω1t逩

利用三角恒等式C 遳適遮 θ 逫 D 遣遯遳 θ 逽
√
C2 逫D2 遳適遮

(
θ 逫 遡遲遣遴遡遮 D

C

)
，将左侧合并为单一正弦函

数： √
逨A1ω1逩2 逫

(
A1

τ

)2

遳適遮 逨ω1t逫 ϕ1 逫 遡遲遣遴遡遮逨ω1τ逩逩 逽
A

τ
遳適遮逨ω1t逩

根据遜两侧振幅相等、相位相等逢的原则，可得振幅：
√

逨A1ω1逩2 逫
(
A1
τ

)2
逽 A

τ，解得：

A1 逽
A√

逨ω1τ逩2 逫 週

衰减系数为：

α1 逽
A1

A
逽

週√
逨ω1τ逩2 逫 週

相位：ϕ1 逫 遡遲遣遴遡遮逨ω1τ逩 逽 逰，解得相位偏移：

ϕ1 逽 − 遡遲遣遴遡遮逨ω1τ逩

（（（2）））高高高频频频信信信号号号的的的输输输出出出求求求解解解（（（ω2）））

同理，高频输入Vin2逨t逩 逽 B 遳適遮逨ω2t逩 的输出振幅为：

B1 逽
B√

逨ω2τ逩2 逫 週

衰减系数为：

α2 逽
週√

逨ω2τ逩2 逫 週

相位偏移：

ϕ2 逽 − 遡遲遣遴遡遮逨ω2τ逩

（（（3）））总总总输输输出出出函函函数数数

根据叠加原理，总输出为：

Vout逨t逩 逽
A√

逨ω1τ逩2 逫 週
遳適遮 逨ω1t− 遡遲遣遴遡遮逨ω1τ逩逩 逫

B√
逨ω2τ逩2 逫 週

遳適遮 逨ω2t− 遡遲遣遴遡遮逨ω2τ逩逩

逸逸
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25.4.2 结结结果果果分分分析析析

（（（1）））滤滤滤波波波效效效果果果验验验证证证（（（以以以τ 逽 逰.逰週s 为为为例例例）））

低频信号（f1 逽 逰.逵遈遺，ω1 逽 π遲遡遤逯遳）：衰减系数α1 逽 1√
(π×0.01)2+1

≈ 逰.逹逹逹逵（衰减

率逰.逰逵逥 ≤ 逵逥），满足需求；相位偏移ϕ1 逽 − 遡遲遣遴遡遮逨π × 逰.逰週逩 ≈ −週.逷進◦（在遛−逹逰◦, 逰◦遝 范围

内），稳定性良好。

高频信号（f2 逽 逵逰逰遈遺，ω2 逽 週逰逰逰π遲遡遤逯遳）：衰减系数α2 逽 1√
(1000π×0.01)2+1

≈ 1√
3142+1

≈

逰.逰逳週逸（衰减率逹逶.逸進逥 ≥ 逹逵逥），满足需求；相位偏移ϕ2 逽 − 遡遲遣遴遡遮逨週逰逰逰π × 逰.逰週逩 ≈

−逸逸.週逳◦（在约束范围内），无时序错乱风险。

（（（2）））元元元件件件参参参数数数确确确定定定

已知τ 逽 RC 逽 逰.逰週遳，结合常规元件型号筛选：

若选择R 逽 週遫逊，则C 逽 τ
R 逽 0.01

1000 逽 週逰µ遆（常规型号，单价逰逮逰逳 元）；

若选择R 逽 週逰遫逊，则C 逽 週µ遆（常规型号，单价逰逮逰進 元）；

两种组合均满足成本、体积约束，可根据设备具体空间需求选择（週逰µ遆 电容体积略大

于週µ遆，小型设备优先选R 逽 週逰遫逊、C 逽 週µ遆）。

25.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

25.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

（（（1）））场场场景景景扩扩扩展展展
音频设备：在音响系统中，低通RC 滤波电路可用于提取音频信号（進逰遈遺 進逰遫遈遺）中的

低频成分（如低音炮信号，進逰遈遺 進逰逰遈遺），此时需调整τ 逽 逰.逰逰週遳（R 逽 週遫逊、C 逽 週µ遆），

使進逰逰遈遺 信号衰减系数≥ 逰.逹，進逰遫遈遺 信号衰减系数≤ 逰.逰逵；

电源系统：在工业电源中，需过滤逵逰遈遺 交流电整流后的週逰逰遈遺 纹波（高频干扰），
取τ 逽 逰.週遳（R 逽 週逰遫逊、C 逽 週逰µ遆），週逰逰遈遺 信号衰减系数≈ 逰.逰週逵（衰减率逹逸.逵逥），输出电

压纹波≤ 逰.逰逵遖。

（（（2）））模模模型型型优优优化化化

多级滤波：单一RC 电路高频衰减有限（最大衰减率约逹逰逥），可将多级RC 电路串联，此

时总衰减系数为各级衰减系数的乘积（如進 级电路对週逰逰遈遺 信号的衰减系数逽 逰.逰逳週逸× 逰.逰逳週逸 ≈

逰.逰逰週，衰减率逹逹.逹逥），适用于高抗干扰需求场景（如医疗设备）；
引入负载电阻：实际电路中输出端会接负载电阻RL，需将模型中的R 替换为R 与RL 的并

逸逹



案例進逵 低通遒遃 滤波电路应用案例 高等数学应用案例库

联值Req 逽 RRL
R+RL

，再重新计算τ 逽 ReqC，确保模型与实际电路一致。

25.5.2 反反反思思思总总总结结结

通过数学模型计算，仅需週 進 次参数验证即可确定R、C 取值，相比传统遜试错法逢（需测

试週逰逫 组参数），效率提升逵 倍以上。模型计算的衰减系数误差≤ 週逥，远高于经验估算（误差

约週逰逥 進逰逥），确保电路性能稳定。

当前模型是简化模型，忽略了电容的寄生电阻（实际电容存在週 週逰逊 的寄生电阻）和电阻

的寄生电感（高频下电阻存在遮遈 级寄生电感），在频率≥ 週遍遈遺 时模型误差会超过週逰逥，需引

入寄生参数修正模型。对于非正弦输入信号（如方波、三角波），可采用傅里叶变换将其分解

为多个正弦信号，再利用本案例的求解方法计算输出，拓展模型的适用范围。实际应用中，环
境温度会对电路的稳定性产生影响，需要更进一步做灵敏度分析。

逹逰



案案案例例例26 差差差分分分方方方程程程在在在存存存贷贷贷款款款中中中的的的应应应用用用

26.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

26.1.1 背背背景景景简简简介介介

差分方程作为离散动态系统的数学工具，在经济与管理领域具有广泛的应用价值，尤其在

刻画时间序列变化规律、预测发展趋势和制定决策策略等方面发挥着关键作用。

26.1.2 应应应用用用目目目标标标

通过运用差分方程，帮助人们制定存贷款的时长及存、还款金额，从而满足消费需求和降

低逾期风险。具体到案例，是帮助用户确定存、贷款金额和时长以及还款金额。

26.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

26.2.1 问问问题题题描描描述述述

存存存款款款模模模型型型: 设初始存款为s0（元），年利率为r，又st表示t年末的存款总额，显然有下列差

分方程：

st+1 逽 st 逫 rst

成立，试求t年末的本利和。
贷贷贷款款款模模模型型型: 某人购买一套新房，向银行申请週逰年期的贷款進逰万元，现约定贷款的月利率

为逰逮逴

26.2.2 需需需求求求分分分析析析

从数学角度，要将实际问题转化为差分方程求解问题，再利用差分方程的特解进行计算；

从实际需求角度，需给出具体存款额和还款额，这就需要借助数学模型进行精确计算和分析。

逹週
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26.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

26.3.1 问问问题题题建建建模模模

存存存款款款模模模型型型: 将方程st+1 逽 st 逫 rst改写为一阶常系数线性齐次差分方程形式：

st+1 − 逨週 逫 r逩st 逽 逰

贷贷贷款款款模模模型型型: 先对这类问题的一般情况进行分析：设每月还款金额为x元，贷款总额为y0，月

利率为r，则：

第週个月后还需偿还的贷款：y1 逽 y0 − x逫 ry0 逽 逨週 逫 r逩y0 − x；

第進个月后还需偿还的贷款：y2 逽 y1 − x逫 ry1 逽 逨週 逫 r逩y1 − x；

· · ·

第t逫 週个月后还需偿还的贷款：yt+1 逽 逨週 逫 r逩yt − x，

整理为一阶常系数线性非齐次差分方程形式：

yt+1 − 逨週 逫 r逩yt 逽 −x

26.3.2 方方方法法法选选选择择择

采用差分方程求解方法，分别对存款模型的齐次差分方程和贷款模型的非齐次差分方程进

行求解。

26.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

26.4.1 求求求解解解过过过程程程

存存存款款款模模模型型型求求求解解解: 该模型为一阶常系数线性齐次差分方程，求解步骤如下：

週逮 构造特征方程：由差分方程st+1 − 逨週 逫 r逩st 逽 逰，得特征方程：

λ− 逨週 逫 r逩 逽 逰

進逮 求解特征根：解上述特征方程，得特征根λ 逽 週 逫 r；

逳逮 求齐次方程通解：根据特征根，齐次差分方程的通解为：

st 逽 C逨週 逫 r逩t

逹進
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（其中C为任意常数）

逴逮 代入初始条件确定常数：初始条件为s逨逰逩 逽 s0，将t 逽 逰、s0代入通解得C 逽 s0；

逵逮 最终本利和公式：t年末的本利和为：

st 逽 s0逨週 逫 r逩t

贷贷贷款款款模模模型型型求求求解解解: 该模型为一阶常系数线性非齐次差分方程，求解步骤如下：

週逮 求对应齐次方程的通解：对应齐次方程为yt+1 − 逨週 逫 r逩yt 逽 逰，特征根λ 逽 週 逫 r 6逽 週，

故齐次方程通解为：

yht 逽 C逨週 逫 r逩t

（其中C为任意常数）

進逮 求非齐次方程的一个特解：由于非齐次项为常数−x，且λ 逽 週 逫 r 6逽 週，设特解形式

为y∗t 逽 A（A为常数），代入非齐次方程：

A− 逨週 逫 r逩A 逽 −x

化简得：−rA 逽 −x 逽⇒ A 逽 x
r，即特解为y

∗
t 逽 x

r。

逳逮 求非齐次方程的通解：非齐次差分方程的通解为齐次通解加特解：

yt 逽 yht 逫 y∗t 逽 C逨週 逫 r逩t 逫
x

r

逴逮 代入初始条件确定常数：初始条件为y逨逰逩 逽 y0，将t 逽 逰、y0代入通解得：

y0 逽 C逨週 逫 r逩0 逫
x

r
逽⇒ C 逽 y0 −

x

r

因此，通解可改写为：

yt 逽
(
y0 −

x

r

)
逨週 逫 r逩t 逫

x

r

逵逮 代入还款终止条件求解x：计划n年还清贷款，即週進n个月后贷款余额为逰（y12n 逽 逰），

代入通解：

逰 逽
(
y0 −

x

r

)
逨週 逫 r逩12n 逫

x

r

整理求解x： (x
r
− y0

)
逨週 逫 r逩12n 逽

x

r
x

r
逨週 逫 r逩12n − y0逨週 逫 r逩12n 逽

x

r
x

r

[
逨週 逫 r逩12n − 週

]
逽 y0逨週 逫 r逩12n

逹逳
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x 逽
y0r逨週 逫 r逩12n

逨週 逫 r逩12n − 週

逶逮 代入具体数据计算：已知y0 逽 進逰逰逰逰逰（元），r 逽 逰.逰逰逴，n 逽 週逰，代入公式得：

x 逽
進逰逰逰逰逰× 逰.逰逰逴× 逨週 逫 逰.逰逰逴逩120

逨週 逫 逰.逰逰逴逩120 − 週
≈ 進週逰週.逸週

即此人每月需还银行進週逰週逮逸週元。

26.4.2 结结结果果果分分分析析析

存存存款款款模模模型型型结结结果果果分分分析析析: 结果表明：初始本金s0存入银行后，若年利率为r且按年复利计

息，t年末的本利和为s0逨週 逫 r逩t，该结果符合复利计息的基本规律。

贷贷贷款款款模模模型型型结结结果果果分分分析析析: 根据计算结果（每月还款進週逰週逮逸週元），可帮助决策者判断自身是否能

承担该还款压力，进而决定是否申请贷款及贷款额度。

26.5 应应应用用用扩扩扩展展展和和和反反反思思思总总总结结结

26.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

週逮 可推广至银行不同时期、不同利率的存贷款场景，只需根据实际利率（如年利率、月利

率、日利率）调整模型中的r值即可；

進逮 对于连续复利场景，可通过离散化处理（如将连续复利利率转化为等价离散利率），再

利用本模型进行求解。

26.5.2 反反反思思思总总总结结结

本模型的核心假设是按复利计算利息，但实际市场中可能存在单利或连续复利的情况：
若为单利计息，只需将存款模型中的差分方程调整为st+1 逽 st 逫 s0r（单利计息规律），重

新推导即可；

若为连续复利，可先通过公式A 逽 Pert（连续复利本利和公式）离散化，再适配差分方程

模型。

总体而言，模型具有较强的灵活性，可根据实际利息计算规则调整参数与方程形式。

逹逴



案案案例例例27 曲曲曲率率率在在在工工工程程程学学学安安安全全全设设设计计计中中中的的的应应应用用用

27.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

27.1.1 背背背景景景简简简介介介

在道路、铁轨、过山车等工程设计中，车辆逯车厢做曲线运动时会产生离心力，若离心力超

过路面逯轨道的静摩擦力，会导致侧滑、侧翻等安全事故。需通过力学分析与数学建模，保障曲

线段通行的安全性与舒适性。

27.1.2 应应应用用用目目目标标标

以高速公路弯道为典型场景，建立遜曲线运动离心力逭静摩擦力逢的力学模型，确定弯道的最

小曲率半径、优化曲线过渡形式（如缓和曲线），使车辆能安全、舒适地通过弯道；并将原理

推广到铁轨、过山车等类似曲线运动工程设计中。

27.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

27.2.1 问问问题题题描描描述述述

车辆在高速公路弯道做曲线运动时，需要向心力（由路面静摩擦力提供）维持运动轨迹。

若车辆速度v 过大或弯道曲率半径ρ 过小，离心力F 逽 mv2

ρ 会超过最大静摩擦力fmax 逽 µmg，

导致侧滑逯侧翻。请通过力学分析与数学建模，保障曲线段通行的安全性与舒适性。

27.2.2 需需需求求求分分分析析析

需要建立遜离心力逭静摩擦力逢的平衡约束模型，推导安全条件（mv2

ρ ≤ µmg），进而确定弯

道设计的关键参数（最小曲率半径、最大安全速度）；同时，为提升舒适性，需优化曲线过渡

形式，避免离心力突变。

逹逵



案例進逷 曲率在工程学安全设计中的应用 高等数学应用案例库

27.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

27.3.1 问问问题题题建建建模模模

向向向心心心力力力与与与离离离心心心力力力关关关系系系：物体做曲线运动时，所需向心力Fn 逽 mv2

ρ （ρ 为曲率半径），离心

力是向心力的反作用力，大小相等、方向相反。

静静静摩摩摩擦擦擦力力力约约约束束束：向心力由路面静摩擦力提供，最大静摩擦力fmax 逽 µN 逽 µmg（N 为支持

力，近似等于重力mg）。

安安安全全全约约约束束束方方方程程程：为保证不侧滑逯侧翻，需满足mv2

ρ ≤ µmg，化简得ρ ≥ v2

µg（最小曲率半径

约束）或v ≤ √µgρ（最大安全速度约束）。

27.3.2 方方方法法法选选选择择择

采用牛牛牛顿顿顿运运运动动动定定定律律律（（（曲曲曲线线线运运运动动动的的的向向向心心心力力力公公公式式式）））与摩摩摩擦擦擦力力力学学学理理理论论论，结合不等式约束分析，

建立遜运动学逭静力学逢的综合模型，确定安全设计参数。

27.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

27.4.1 模模模型型型求求求解解解

已知道路设计时速v、路面与轮胎的摩擦系数µ（由材料、路况等决定），重力加速

度g ≈ 逹.逸 遭逯遳2，代入安全约束ρ ≥ v2

µg，可计算出最最最小小小曲曲曲率率率半半半径径径 ρmin 逽 v2

µg。

例如，若设计时速v 逽 週逰逰 遫遭逯遨 ≈ 進逷.逷逸 遭逯遳，摩擦系数µ 逽 逰.逷，则：

ρmin 逽
逨進逷.逷逸逩2

逰.逷× 逹.逸
≈ 逷逷週.逷

逶.逸逶
≈ 週週進.逵 遭

即弯道曲率半径需≥週週進逮逵遭，否则车辆易侧滑。

27.4.2 结结结果果果分分分析析析

安安安全全全参参参数数数的的的物物物理理理意意意义义义：最小曲率半径ρmin 越大，说明弯道越遜平缓逢，允许的速度越高；摩

擦系数µ 越大（如干燥路面），ρmin 越小，弯道可更遜急逢，体现了遜路面抓地力逢对安全的直接

影响。

舒舒舒适适适性性性优优优化化化（（（缓缓缓和和和曲曲曲线线线）））：若直接用遜直线逫固定半径圆弧逢过渡，曲率从逰突变到 1
R，离心

力会突变，导致方向盘操作突变、乘坐不舒适。采用遜回旋线逢（曲率从逰线性增加到 1
R），离心

力逐渐增大，使驾驶员可平稳操作，提升了安全性与舒适性。

逹逶



案例進逷 曲率在工程学安全设计中的应用 高等数学应用案例库

27.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

27.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

铁铁铁轨轨轨设设设计计计：火车质量大、惯性强，曲线段设计需更严格的曲率半径与缓和曲线要求，原理

与道路一致（向心力由轨道对车轮的作用力提供，需满足摩擦逯结构约束），以避免脱轨、轮轨

磨损加剧。

过过过山山山车车车设设设计计计：过山车速度快、轨道曲率变化复杂，需在每一段曲线精确计算遜离心力逭轨道

支撑力逢的平衡，确保车厢不脱轨且乘客体验舒适（离心力突变会导致强烈不适甚至危险），

是遜安全约束逫体验优化逢的极致体现。

27.5.2 反反反思思思总总总结结结

多多多学学学科科科融融融合合合：该案例融合了力力力学学学（曲线运动向心力、摩擦力）、数数数学学学（不等式约束、曲率

分析）与工工工程程程设设设计计计（参数优化、曲线造型），体现了遜理论指导实践，实践反推理论优化逢的学

科交叉价值。

安安安全全全与与与舒舒舒适适适的的的平平平衡衡衡：工程设计不仅要满足遜安全底线逢（如最小曲率半径），还要通过遜缓

和曲线逢等技术实现遜舒适性提升逢，反映了工程问题中遜功能需求逫体验需求逢的双重目标，而数

学建模是平衡这些目标的核心工具。

逹逷



案案案例例例28 自自自适适适应应应滤滤滤波波波中中中的的的信信信号号号变变变化化化率率率建建建模模模

28.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

28.1.1 背背背景景景简简简介介介

在信号处理（如智能控制、网络工程、数字媒体技术等领域）中，需精准估计信号变化速
度（如电压变化率、图像边缘强度）。为避免高频扰动引发控制系统震荡，常通过分析函数的
一阶与二阶导数，刻画信号的遜变化趋势逢与遜变化率的变化逢。图像滤波中，高斯混合模型可模

拟遜两处边缘重叠的模糊区域逢，是研究自适应滤波的典型载体。

28.1.2 应应应用用用目目目标标标

以遜高斯混合模型模拟的图像模糊区域逢为对象，通过逪逪导数分析逪逪揭示信号（图像灰度）

的变化规律，明确遜二阶导数为逰作为边缘检测标准逢的合理性，并分析参数对滤波响应的影响，

为自适应滤波的遜边缘检测精度逢与遜抗干扰能力逢优化提供理论支撑。

28.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

28.2.1 问问问题题题描描描述述述

给定模拟图像模糊区域的高斯混合模型f逨x逩 逽 A1e
−α(x−x1)2

逫 A2e
−β(x−x2)2

，需解决三个

核心问题：

週逮 计算一阶导数f ′逨x逩 和二阶导数f ′′逨x逩，分析边缘区域（x 逽 x1, x2 附近）导数的符号与

极值；

進逮 解释为何用遜f ′′逨x逩 逽 逰逢而非遜f ′逨x逩 最大值逢作为边缘检测标准；

逳逮 分析参数α 变化（如从逰逮逵到進）对滤波器响应的影响，并结合导数变化解释。

逹逸



案例進逸 自适应滤波中的信号变化率建模 高等数学应用案例库

28.2.2 需需需求求求分分分析析析

需要利用微微微积积积分分分（（（导导导数数数计计计算算算与与与分分分析析析）））工具，量化信号的遜变化率逢与遜变化率的变化逢，从而

回答遜边缘如何检测逢遜为何选二阶导数逢遜参数如何影响滤波效果逢等工程问题，为自适应滤波算

法设计提供理论依据。

28.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

28.3.1 问问问题题题建建建模模模

将遜图像灰度分布逢建模为高高高斯斯斯混混混合合合函函函数数数 f逨x逩 逽 A1e
−α(x−x1)2

逫 A2e
−β(x−x2)2

，其中A1, A2

为幅值参数，α, β 为遜衰减速率逢参数，x1, x2 为边缘位置参数。通过对f逨x逩 求一阶、二阶导

数，建立遜灰度逭导数逭边缘特征逢的关联。

28.3.2 方方方法法法选选选择择择

采用微微微积积积分分分中中中的的的导导导数数数运运运算算算（链式法则、乘积法则）计算f ′逨x逩 和f ′′逨x逩，结合函函函数数数极极极值值值与与与拐拐拐
点点点分分分析析析（一阶导数看遜变化快慢逢，二阶导数看遜变化率的转折逢），揭示边缘的数学特征与参数

影响规律。

28.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

28.4.1 模模模型型型求求求解解解

週逮 一一一阶阶阶导导导数数数计计计算算算：

根据链式法则，对f逨x逩 求导：

f ′逨x逩 逽 A1 · 遛−進α逨x− x1逩遝 e−α(x−x1)2
逫A2 · 遛−進β逨x− x2逩遝 e−β(x−x2)2

它描述遜灰度随位置的变化速率逢。

進逮 二二二阶阶阶导导导数数数计计计算算算：

对f ′逨x逩 再次求导（利用乘积法则与链式法则）：

f ′′逨x逩 逽 A1e
−α(x−x1)2 [

逴α2逨x− x1逩2 − 進α
]
逫A2e

−β(x−x2)2 [
逴β2逨x− x2逩2 − 進β

]
它描述遜灰度变化速率的变化速率逢（即遜曲率逢）。

逹逹



案例進逸 自适应滤波中的信号变化率建模 高等数学应用案例库

逳逮 边边边缘缘缘检检检测测测标标标准准准分分分析析析：

f ′逨x逩 最大值：反映遜灰度变化最剧烈的点逢，但无法区分遜边缘逢与遜噪声导致的剧烈变化逢；

f ′′逨x逩 逽 逰：对应遜灰度变化率的拐点逢（一阶导数的极值点），描述遜边缘的过渡特性逢（边

缘是灰度从一个区域到另一个区域的遜平滑过渡带逢，其变化率的拐点是过渡带的核心特征）。
逴逮 参参参数数数α 变变变化化化的的的影影影响响响：

当α 从逰逮逵增大到進时，高斯函数e−α(x−x1)2
的遜衰减更快逢（曲线更陡峭），导致：

（週）一阶导数f ′逨x逩 的遜峰值更尖锐逢（变化更迅猛）；

（進）二阶导数f ′′逨x逩 的遜幅值更高、变化更快逢，使滤波器对遜精细边缘逢更敏感（能检测更

窄的过渡带）。

28.4.2 结结结果果果分分分析析析

导导导数数数的的的物物物理理理意意意义义义：一阶导数刻画遜灰度变化快慢逢，二阶导数刻画遜边缘的过渡特性逢，因

此遜f ′′逨x逩 逽 逰逢能更精准定位边缘（排除噪声干扰，聚焦真正的灰度过渡带）。
参参参数数数的的的工工工程程程价价价值值值：α 增大使滤波器遜更锐利逢，适合检测遜精细、窄带逢的边缘；α 减小则滤

波器遜更平缓逢，适合抗干扰（但边缘检测精度降低），体现了遜参数可调节以适配不同场景需

求逢的自适应思想。

28.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

28.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

跨跨跨领领领域域域扩扩扩展展展：除图像边缘检测外，该模型可推广到遜智能控制逢中电压、电流变化率的监测

（如电力系统谐波检测）、遜网络工程逢中信号传输速率的动态估计（如拥塞控制时的流量变化
分析），核心都是遜通过导数分析信号变化规律逢。

高高高阶阶阶模模模型型型扩扩扩展展展：若需更复杂信号建模，可引入遜多高斯分量逢或遜非高斯函数（如指数函

数、多项式）逢的混合模型，通过高阶导数分析（三阶及以上），刻画更丰富的信号变化特征。

28.5.2 反反反思思思总总总结结结

数数数学学学与与与工工工程程程的的的耦耦耦合合合：微积分的遜导数工具逢是连接遜信号数学模型逢与遜工程检测需求逢的核心

纽带遼遼一阶导数看遜变化逢，二阶导数看遜变化的本质（边缘过渡）逢，使遜边缘检测逢从遜经验判

断逢升级为遜量化标准逢。

週逰逰



案例進逸 自适应滤波中的信号变化率建模 高等数学应用案例库

自自自适适适应应应的的的本本本质质质：通过调整参数（如α），使滤波器能遜适配不同信号特征逢（精细边缘或抗
干扰），体现了遜数学模型的参数化设计逢对工程遜灵活性与鲁棒性逢的支撑，也反映了遜理论可通

过参数调优，满足多样化的实际需求逢。

週逰週



案案案例例例29 积积积分分分在在在下下下雪雪雪时时时间间间计计计算算算中中中的的的应应应用用用

29.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

29.1.1 背背背景景景简简简介介介

在冬季的小镇，降雪会影响交通，铲雪机需及时清理道路积雪以保障交通顺畅。本问题聚

焦于在雪持续均匀下的情况下，通过铲雪机的工作进度来反推降雪开始时间，这涉及到对雪量

积累、铲雪速度以及时间关系的分析。

29.1.2 应应应用用用目目目标标标

利用已知的铲雪机在不同时间段铲清路面的长度信息，建立数学模型，准确计算出这场雪

开始下的时间，为小镇的冬季道路管理提供决策支持，比如合理安排铲雪机工作时间、预估后

续雪量等。

29.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

29.2.1 问问问题题题描描描述述述

凌晨逵：逰逰发现下雪并出动铲雪机，逵：逰逰 逭 逶：逰逰铲清了週逰逰逰遭长的路面，逶：逰逰 逭 逷：逰逰铲

清了逵逰逰遭长的路面，假设雪一直均匀地下，且铲过雪的地方不再积雪。请建立模型确定雪是何

时开始下的？

29.2.2 需需需求求求分分分析析析

根据问题，需要找到雪量积累速度、铲雪速度以及时间之间的关系。由于雪均匀下，不同
时间段的雪量积累不同，而铲雪机的工作效率会受到雪量的影响。要通过建立合理的数学模

型，结合已知的两个时间段铲雪长度数据，求出降雪开始时间。

週逰進



案例進逹 积分在下雪时间计算中的应用 高等数学应用案例库

29.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

29.3.1 问问问题题题建建建模模模

设从t0时刻开始下雪，铲雪机的铲雪速度与积雪厚度成反比，若记单位时间降雪量为k（常
数），则t时刻的积雪厚度为h逨t逩 逽 k逨t− t0逩。

若设铲雪机在无雪情况下的铲雪速度为v0，则t时刻的铲雪速度v逨t逩 逽 v0
h(t) 逽 v0

k(t−t0)。

从逵：逰逰到逶：逰逰，时间区间为遛逵, 逶遝，铲雪长度为週逰逰逰遭，根据路程逽 速度×时间，可得

週逰逰逰 逽
∫ 6

5

v0

k逨t− t0逩
dt。

从逶：逰逰到逷：逰逰，时间区间为遛逶, 逷遝，铲雪长度为逵逰逰遭，可得

逵逰逰 逽
∫ 7

6

v0

k逨t− t0逩
dt。

29.3.2 方方方法法法选选选择择择

通过建立积分方程来描述铲雪过程，利用积分运算求解出t0的值。采用换元法简化积分计

算，令u 逽 t− t0，将积分方程转化为更易于求解的形式。

29.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

29.4.1 模模模型型型求求求解解解

对週逰逰逰 逽
∫ 6

5
v0

k(t−t0)dt，令u 逽 t− t0，则积分变为

週逰逰逰 逽
v0

k

∫ 6−t0

5−t0

週
u
du 逽

v0

k
遛遬遮逨逶− t0逩− 遬遮逨逵− t0逩遝.

对逵逰逰 逽
∫ 7

6
v0

k(t−t0)dt，同样令u 逽 t− t0，积分变为

逵逰逰 逽
v0

k

∫ 7−t0

6−t0

週
u
du 逽

v0

k
遛遬遮逨逷− t0逩− 遬遮逨逶− t0逩遝.

用第一个式子除以第二个式子可得：

進 逽
遬遮逨逶− t0逩− 遬遮逨逵− t0逩
遬遮逨逷− t0逩− 遬遮逨逶− t0逩

.

令x 逽 逶− t0，则逵− t0 逽 x− 週，逷− t0 逽 x逫 週，方程变为

進 逽
遬遮x− 遬遮逨x− 週逩
遬遮逨x逫 週逩− 遬遮x

逽⇒ 進 遬遮
x逫 週
x

逽 遬遮
x

x− 週

週逰逳
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化简得到x3 − 逳x2 − x逫 週 逽 逰，通过试根法或数值计算可得x 逽 1+
√

5
2 逫 週 ≈ 進.逶週逸。

因为x 逽 逶− t0，所以t0 逽 逶− x ≈ 逳.逳逸進，即雪大约从凌晨逳：進逳开始下。

29.4.2 结结结果果果分分分析析析

计算得出雪大约从凌晨逳：進逳开始下，这表明在铲雪机开始工作前，雪已经积累了一段时

间。从结果可以看出，随着时间推移，雪量不断增加，导致铲雪机的铲雪速度逐渐变慢，这与

实际情况相符。同时，通过模型求解得到的结果能够为后续类似情况提供参考，帮助小镇更好

地应对雪天道路清理工作。

29.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

29.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

1.其其其他他他场场场景景景：这种分析方法可以扩展到类似的与积累和消耗相关的场景，如水库蓄水与放
水问题。水库以一定速度进水，同时以一定速度放水，通过不同时间段内水位的变化来计算开

始蓄水的时间或调整放水速度等。
2.交交交通通通流流流量量量：在交通流量分析中，道路上车辆的流入类似雪的降落，而车辆通过收费站或

特定路段类似铲雪机铲雪，可通过分析不同时间段内通过的车辆数量来了解交通流量的起始和

变化规律，为交通管理提供依据。

29.5.2 反反反思思思总总总结结结

1.模模模型型型的的的合合合理理理性性性：本模型基于雪均匀下且铲雪速度与积雪厚度成反比的假设，较为合理地
描述了铲雪过程。但实际情况中，雪量可能并非完全均匀，铲雪机的工作效率也可能受到其他

因素影响，如机械故障、道路坡度等，在后续应用中可进一步考虑这些因素对模型进行优化。

2.数数数学学学方方方法法法的的的应应应用用用：通过积分方程和换元法成功求解了问题，体现了数学在解决实际问题
中的强大工具性。同时，这种方法也提醒我们在面对复杂实际问题时，要善于将其转化为数学
模型，运用合适的数学方法进行求解和分析。
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案案案例例例30 静静静脉脉脉输输输入入入葡葡葡萄萄萄糖糖糖问问问题题题应应应用用用案案案例例例

30.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

30.1.1 背背背景景景简简简介介介

在医疗领域，静脉输入葡萄糖是常见的治疗手段，用于补充患者能量、调节身体机能等。
为了实现精准医疗，需要深入了解葡萄糖在血液中的动态变化过程，这对于合理制定输液方

案、提高治疗效果至关重要。

30.1.2 应应应用用用目目目标标标

通过建立数学模型来描述静脉输入葡萄糖过程中血液中葡萄糖含量随时间的变化规律。具

体而言，要列出相应的微分方程并求解，以便医护人员能够预测不同时间点血液中葡萄糖的含
量，从而优化输液速率和输液量，避免血糖过高或过低对患者造成不良影响。

30.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

30.2.1 问问问题题题描描描述述述

已知葡萄糖以每分钟K 克的固定速率输入到血液中，同时血液中的葡萄糖以与当前含量成
正比的速率转化为其他物质或转移到其他地方。设t 时刻血液中的葡萄糖含量为x逨t逩，确定x逨t逩
随时间t 的变化规律。

30.2.2 需需需求求求分分分析析析

根据问题，需要综合考虑葡萄糖的输入和输出（转化或转移）两个过程对血液中葡萄糖含
量的影响。为了准确描述这一动态过程，需要建立一个能够反映葡萄糖含量变化率与输入、输

出速率之间关系的数学模型，并通过求解模型得到x逨t逩 的表达式。
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30.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

30.3.1 问问问题题题建建建模模模

1.葡葡葡萄萄萄糖糖糖含含含量量量的的的变变变化化化率率率：葡萄糖含量x逨t逩 随时间的变化率为dx
dt。

2.输输输入入入速速速率率率：葡萄糖以每分钟K 克的固定速率输入，所以输入对葡萄糖含量变化的贡献
为K。

3.输输输出出出速速速率率率：血液中的葡萄糖转化或转移的速率与血液中的葡萄糖含量成正比，设比例系
数为k（k > 逰），则输出对葡萄糖含量变化的贡献为−kx（负号表示含量减少）。

综合以上因素，可列出描述这一情况的微分方程为：dx
dt 逽 K − kx。

30.3.2 方方方法法法选选选择择择

这是一个一阶线性非齐次微分方程，可以使用常数变易法或公式法来求解。公式法是基于
一阶线性非齐次微分方程 dy

dx 逫 P 逨x逩y 逽 Q逨x逩 的通解公式

y 逽 e−
R
P (x)dx逨

∫
Q逨x逩e

R
P (x)dxdx逫 C逩。

公式法是常用的求解方法，过程简洁明了。

30.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

30.4.1 模模模型型型求求求解解解

对于微分方程dx
dt 逽 K − kx，将其变形为dx

dt 逫 kx 逽 K，这里P 逨t逩 逽 k，Q逨t逩 逽 K。

先计算e−
R
kdt 逽 e−kt，e

R
kdt 逽 ekt。

根据通解公式可得：

x逨t逩 逽 e−kt逨
∫
Kektdt逫 C逩

计算可得：

x逨t逩 逽 e−kt逨
K

k
ekt 逫 C逩 逽

K

k
逫 Ce−kt。

若已知初始条件，比如t 逽 逰 时，血液中葡萄糖含量为x0，将t 逽 逰，x逨逰逩 逽 x0 代入上式可

得：x0 逽 K
k 逫 C，则

C 逽 x0 −
K

k
。
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于是得到t时刻血液中葡萄糖的含量为：

x逨t逩 逽
K

k
逫 逨x0 −

K

k
逩e−kt。

30.4.2 结结结果果果分分分析析析

1.稳稳稳态态态分分分析析析：

当t→ 逫∞ 时，e−kt → 逰，此时x逨t逩→ K
k。

这表明随着时间的推移，血液中葡萄糖含量会趋近于一个稳定值K
k，该值与输入速率K 和

转化速率系数k 有关。输入速率K 越大，稳定值越高；转化速率系数k 越大，稳定值越低。

2.初初初始始始条条条件件件影影影响响响：

初始葡萄糖含量x0 通过常数C 逽 x0 − K
k 影响着葡萄糖含量随时间的变化。

在初始阶段，x0 的大小决定了x逨t逩 与稳态值的偏离程度和调整速度。

若x0 >
K
k，则x逨t逩 会逐渐减小趋近于稳态值；

若x0 <
K
k，则x逨t逩 会逐渐增大趋近于稳态值。

30.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

30.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

1.药药药物物物动动动力力力学学学：类似的模型可用于研究其他药物在体内的吸收、分布、代谢和排泄过程。

例如，对于以固定速率输入体内且以与体内药物浓度成正比的速率代谢的药物，可通过该模型
分析药物浓度随时间的变化，为合理用药提供依据，如确定最佳给药间隔和剂量。

2.生生生态态态系系系统统统研研研究究究：在生态系统中，某种生物的数量变化也可能符合类似规律。比如，某种

生物以固定速率迁入一个区域，同时该生物由于自然死亡或被捕食等原因，其数量减少的速率
与当前生物数量成正比。通过建立类似的微分方程模型，可以研究该生物种群数量的动态变
化，为生态保护和管理提供参考。

30.5.2 反反反思思思总总总结结结

1.模模模型型型的的的局局局限限限性性性：本模型假设葡萄糖的输入速率恒定且转化速率与葡萄糖含量严格成正
比，这在实际情况中可能过于理想化。实际生理过程可能受到多种复杂因素的影响，如人体自

身的调节机制、其他生理活动对葡萄糖代谢的干扰等。未来可以进一步考虑这些因素，对模型
进行改进和完善，使其更符合实际情况。
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2.数数数学学学方方方法法法的的的作作作用用用：通过建立微分方程模型并求解，我们能够清晰地描述和分析静脉输入
葡萄糖这一复杂生理过程中葡萄糖含量的动态变化。这体现了数学作为一种强大工具，在解决

实际问题、揭示自然规律方面的重要作用。同时，也为其他领域中类似动态过程的研究提供了

一种有效的思路和方法。
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案案案例例例1 矩矩矩阵阵阵在在在图图图形形形图图图像像像处处处理理理中中中的的的应应应用用用案案案例例例

1.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

1.1.1 背背背景景景简简简介介介

在现代数字图像处理领域，像素作为图像显示的基本单元，其特性对于图像的质量和显示

效果起着关键作用。单位面积内像素数量决定了图像的分辨率，进而影响影像的清晰度。计算

机中的图像本质上由一个个像素点构成，每个像素点通过填充不同颜色形成我们所见的图像。
彩色图像以遒遇遂（红、绿、蓝）值来表示每个像素点的颜色信息，这三个值的不同组合可以呈

现出丰富多样的色彩。在实际应用中，图像处理工具通常将图像看作矩阵进行操作，因为图像

的宽度和高度与矩阵的行和列具有对应关系，这种对应关系为利用数学方法和编程工具处理图

像提供了基础。

1.1.2 应应应用用用目目目标标标

使用遍遁達遌遁遂读取指定路径下图片的遒遇遂值，有助于在图像处理、计算机视觉等相关领

域进行进一步的分析和操作。例如，在图像识别任务中，获取遒遇遂值是进行特征提取和分类的

基础；在图像编辑和处理中，可根据遒遇遂值调整图像的颜色、对比度等参数，实现图像的增

强、修复等操作。通过读取遒遇遂值，能够深入了解图像的色彩构成，为后续更复杂的图像处理
算法提供数据支持。

1.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

1.2.1 问问问题题题描描描述述述

像素是图像显示的基本单位逮 在整个图像中，可以将像素看做以一个颜色单一并且不能

再分割成更小元素或单位的小格，单位面积内的像素越多代表分辨率越高，所显示的影像就
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越清晰。电脑中的每一张图片其实都是由一个一个像素点组成的，而每一个像素点再填充不
同的颜色最终形成了我们看到的图片逮 一般来说，图像有着宽度（遷適遤遴遨）和高度（遨遥適遧遨遴），

而矩阵有着行（遲遯遷）和列（遣遯遬遵遭遮），于是很自然的就把图像看作为一个矩阵，把对图像的
操作转换成对矩阵的操作，实际上图像处理工具都是这么做的逮 彩色图像同样是一个矩阵，

只是矩阵中的每一个点不是一个值，而是包含逳个值的数组，像素点值是从逰到進逵逵，一般为红

（進逵逵，逰，逰），绿（逰，進逵逵，逰），蓝（逰，逰逬進逵逵），这逳个值就是遒遇遂值逮 如图週逮週逰所示逮

图週逮週逰逺 遒遇遂值图

问问问题题题：：：试利用遍遁達遌遁遂编程环境读取位于电脑C:/Users/Administrator/Downloads/dog.jpg

图片的遒遇遂值。

1.2.2 需需需求求求分分分析析析

从技术角度看，我们需要熟悉遍遁達遌遁遂中与图像读取相关的函数，如遠適遭遲遥遡遤遠函数。同

时，要理解图像在遍遁達遌遁遂中以矩阵形式存储的结构，遒遇遂值在矩阵中的排列方式等知识。

在实际应用方面，准确读取遒遇遂值是后续进行各种图像处理任务的前提，若读取过程出现错误

或不准确，将影响到后续分析和处理的结果。

1.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

1.3.1 问问问题题题建建建模模模

在遍遁達遌遁遂中，图像可以被看作是一个三维矩阵，对于彩色图像，其维度分别对应

图像的高度（行数）、宽度（列数）以及颜色通道（遒遇遂三个通道）。我们的目标是通
过遍遁達遌遁遂的相关函数，将C:/Users/Administrator/Downloads/dog.jpg 这一图像文件读

取到内存中，并以矩阵形式获取其遒遇遂值。
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1.3.2 方方方法法法选选选择择择

选择使用遍遁達遌遁遂内置的遠適遭遲遥遡遤遠函数来读取图像。遠適遭遲遥遡遤遠函数能够根据指定的图像文件

路径，将图像数据读取到遍遁達遌遁遂工作区中，并以合适的数据类型（通常为数组）存储。通过

调用该函数，我们可以方便地获取图像的遒遇遂值矩阵，后续可根据具体需求对该矩阵进行操作

和分析。

1.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

1.4.1 模模模型型型求求求解解解

在遍遁達遌遁遂命令窗口或脚本文件中输入以下代码：
遣遬遥遡遲逬遣遬遣

遯遲適遧適遮遡遬 遰適遣遴遵遲遥逽適遭遲遥遡遤逨逧C:/Users/Administrator/Downloads/dog.jpg逧逩逻

遳遵遢遰遬遯遴逨進逬進逬週逩逻

適遭遳遨遯遷逨遯遲適遧適遮遡遬 遰適遣遴遵遲遥逩逻

遴適遴遬遥逨逧原始遇遒遂图逧逩

適遭遡遧遥 遲逽遯遲適遧適遮遡遬 遰適遣遴遵遲遥逨逺逬逺逬週逩逻

適遭遡遧遥 遧逽遯遲適遧適遮遡遬 遰適遣遴遵遲遥逨逺逬逺逬進逩逻

適遭遡遧遥 遢逽遯遲適遧適遮遡遬 遰適遣遴遵遲遥逨逺逬逺逬逳逩逻 逥分别读取遒、遇、遂的值，週代表遒，進代表遇，逳代表遂

遳遵遢遰遬遯遴逨進進進逩

適遭遳遨遯遷逨適遭遡遧遥 遲逩逻

遴適遴遬遥逨逧遒 遐遡遲遴逧逩逻

遳遵遢遰遬遯遴逨進進逳逩

適遭遳遨遯遷逨適遭遡遧遥 遧逩逻

遴適遴遬遥逨逧遇 遐遡遲遴逧逩逻

遳遵遢遰遬遯遴逨進進逴逩

適遭遳遨遯遷逨適遭遡遧遥 遢逩逻

遴適遴遬遥逨逧遂 遐遡遲遴逧逩逻

程序运行结果如图週逮週週所示：
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图週逮週週逺 遒遇遂值图

点击工作区中的適遭遡遧遥 遲文件后，可以看到一个二维矩阵，这个二维矩阵就是原始图像

中遒的分量的像素矩阵，这个矩阵为逶逴逰逪逶逴逰的，即逶逴逰行、逶逴逰列，每一个单元格的数值就代表

了原始数据中那一个坐标点的遒分量的数值逮

图週逮週進逺 工作区变量列表 图週逮週逳逺 图像中遒的分量

图週逮週逴逺 图像中遇的分量 图週逮週逵逺 图像中遂的分量

1.4.2 结结结果果果分分分析析析

通过遠適遭遲遥遡遤遠函数成功读取图像后，得到的矩阵包含了图像所有像素点的遒遇遂值。矩阵的

大小反映了图像的分辨率（行数和列数）以及颜色通道数（逳）。查看特定像素点的遒遇遂值

可以直观了解该点的颜色构成。如果读取过程中出现错误，如文件路径错误、图像文件损坏
等，遍遁達遌遁遂会给出相应的错误提示，此时需要检查路径是否正确、图像文件是否正常。

週週逳
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1.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

1.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

1.图图图像像像增增增强强强：：：基于读取的遒遇遂值，可以进行图像的亮度调整、对比度增强等操作。例如，

通过对遒遇遂值进行线性变换，可以使图像整体变亮或变暗；通过调整不同通道的权重，可以增
强图像的色彩对比度。

2.图图图像像像分分分割割割：：：根据遒遇遂值的差异，使用聚类算法（如運 逭 均值聚类）将图像分割成不同的
区域，用于识别图像中的不同物体或背景。

3.图图图像像像压压压缩缩缩：：：在获取遒遇遂值后，可以采用一些压缩算法（如遊遐遅遇压缩原理）对图像数据

进行处理，减少图像存储所需的空间，同时尽量保持图像的视觉质量。

1.5.2 反反反思思思总总总结结结

1.兼兼兼容容容性性性问问问题题题：：：遍遁達遌遁遂对图像文件格式有一定的支持范围，虽然常见的图像格式

（如遊遐遅遇、遐過遇等）一般都能正确读取，但对于一些特殊格式或经过特殊编码的图像，可能
会出现读取错误或无法识别的情况。在实际应用中，需要提前了解图像的格式特点，必要时进
行格式转换。

2.数数数据据据处处处理理理效效效率率率：：：当处理大尺寸图像时，读取和操作遒遇遂值矩阵可能会占用大量的内存

和计算资源，导致程序运行速度变慢。可以考虑采用一些优化算法，如分块处理、数据类型转

换（如将数据类型从默认的遠遵適遮遴逸遠转换为更节省空间的数据类型，如果不影响精度的话）等方

式来提高处理效率。

3.图图图像像像信信信息息息完完完整整整性性性：：：读取遒遇遂值只是获取了图像的颜色信息，而图像还可能包含其他元

数据（如拍摄时间、相机型号等）。在一些应用场景中，需要综合考虑这些元数据和遒遇遂值，

以实现更全面的图像分析和处理。

週週逴



案案案例例例2 矩矩矩阵阵阵在在在加加加密密密技技技术术术中中中的的的应应应用用用案案案例例例

2.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

2.1.1 背背背景景景简简简介介介

在信息传输过程中，为了确保信息的安全性，防止信息被未授权的第三方获取和理解，加

密技术至关重要。在英文中有一种对消息进行保密的措施，就是把英文字母用一个整数（对照
字母表值）来表示，然后传送这组整数，这样就实现了一次变换。这种方法是很容易根据数字

出现的频率被破译的，例如出现频率特别高的数字，很可能对应于字母遅（由统计可知在英文

单词中出现频率较高的字母依次为遅、達、遁、遏、遉、過、遒、道、遄、遃）。

週逹進逹年，美国数学家希尔（遈適遬遬）通过矩阵理论对传输信息进行加密处理逮 首先把这组要传
送的数字按原来的顺序写成一个矩阵A，选择一个适当的可逆整数矩阵X，用B 逽 XA的方法来

对矩阵A加密，这就是在密码学史上有重要地位的希尔加密算法。而经过这样变换过的消息，

同一个字母对应的数字与字母表中的数字就不同了，消除了数字出现的频率对信息保密性的影

响，所以就较难破译逮 接收方接收到信息以后，只需要用X−1左乘矩阵B得到矩阵A，然后再对

照字母表值就可以完成破译逮 其中，矩阵A称为遜明文矩阵逢，简称为明文；矩阵X称为遜加密矩

阵逢，简称为秘钥；矩阵B称为遜密文矩阵逢，简称为密文；字母表值可形象地称为遜秘码本逢；因

此，要破译一份密文即需要遜秘码本逢，遜秘钥逢，当然还需我们掌握矩阵的相关知识，当密文较
长时，借助遍遁達遌遁遂可以高效地进行破译逮 遈適遬遬信息加密、解密过程模型如图進逮週逶所示逮

图進逮週逶逺 遈適遬遬信息加密、解密过程模型图

週週逵
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2.1.2 应应应用用用目目目标标标

通过遍遁達遌遁遂编程实现信息的加密和解密，旨在验证这种基于矩阵运算的加密算法的可行

性和有效性。在实际应用中，这种加密方式可以应用于数据传输、文件存储等场景，保护敏感
信息不被泄露，确保信息在传输和存储过程中的安全性。同时，对于学习和研究密码学、线性

代数以及遍遁達遌遁遂编程的人员来说，这是一个很好的实践案例，有助于理解和掌握相关知识的

应用。

2.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

2.2.1 问问问题题题描描描述述述

甲方要向乙方传输信息遜適遴 適遳 遡 遳遥遣遲遥遴逢，首先将其按照字母表值译成对应的数字，并按

行写成逴 × 逴矩阵A 逽


逹 進逰 逰 逹

週逹 逰 週 逰

週逹 逵 逳 週逸

逵 進逰 逰 逸

 。然后取一个逴阶可逆矩阵X 逽


週 進 逳 逴

逴 週 進 逳

逳 逴 週 進

進 逳 逴 週

 ，对矩
阵A用遜密钥逢X进行加密，得到密文矩阵B 逽 逨XA逩T并传送给乙方，乙方需要对密文矩阵B进

行解密以还原原始信息。请用遍遁達遌遁遂编程实现整个加密和解密过程。

達遡遢遬遥 進逮週逺 字母表值

字母 遡 遢 遣 遤 遥 遦 遧 遨 適 遪 遫 遬 遭 遮

数字 週 進 逳 逴 逵 逶 逷 逸 逹 週逰 週週 週進 週逳 週逴

字母 遯 遰 遱 遲 遳 遴 遵 遶 遷 選 遹 遺 空格

数字 週逵 週逶 週逷 週逸 週逹 進逰 進週 進進 進逳 進逴 進逵 進逶 逰

2.2.2 需需需求求求分分分析析析

从技术层面看，需要掌握遍遁達遌遁遂中矩阵的定义、运算（包括矩阵乘法、转置等）以及求
逆矩阵的方法。同时，要能够根据给定的规则，将文本信息准确地转换为数字矩阵，再进行加

密和解密操作。在实际应用中，加密和解密的准确性和效率都很关键，若编程实现过程中出现

错误，将导致信息无法正确传输和解密，影响信息的安全性和可用性。

週週逶
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2.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

2.3.1 问问问题题题建建建模模模

1.信信信息息息数数数字字字化化化：：：根据字母表值的对应关系，将文本信息遜適遴 適遳 遡 遳遥遣遲遥遴逢转换为数字矩阵A ，

其中空格用逰表示。

2.加加加密密密模模模型型型：：：利用给定的逴阶可逆矩阵X ，通过矩阵乘法XA ，再对结果进行转置得到密

文矩阵B 逽 逨XA逩T ，这就是加密过程的数学模型。

3.解解解密密密模模模型型型：：：乙方接收到密文矩阵B后，先对B进行转置得到BT ，然后利用X的逆矩

阵X−1 ，通过矩阵乘法X−1BT得到原始矩阵A ，再根据字母表值的对应关系将矩阵A转换回文

本信息，这是解密过程的数学模型。

2.3.2 方方方法法法选选选择择择

在遍遁達遌遁遂中，使用矩阵运算函数来实现上述模型。对于矩阵的定义，可以直接使用方

括号内按行输入元素的方式。矩阵乘法使用遠逪遠运算符，矩阵转置使用遠逧遠运算符，求逆矩阵使

用遠適遮遶逨逩遠函数。通过编写相应的遍遁達遌遁遂脚本，按照信息数字化、加密、解密的步骤来实现整

个流程。

2.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

2.4.1 模模模型型型求求求解解解

以下是遍遁達遌遁遂代码实现：

遣遬遣逬遣遬遥遡遲

逥 定义字母表值对应关系

遡遬遰遨遡遢遥遴 逽 逧遡遢遣遤遥遦遧遨適遪遫遬遭遮遯遰遱遲遳遴遵遶遷選遹遺 逧逻

逥 原始信息

遭遥遳遳遡遧遥 逽 逧適遴 適遳 遡 遳遥遣遲遥遴逧逻

逥 将信息转换为数字矩阵

遁 逽 遺遥遲遯遳逨逴逬逴逩逻 遫 逽 週逻

遦遯遲 適 逽 週逺遬遥遮遧遴遨逨遭遥遳遳遡遧遥逩

適遮遤遥選 逽 逌遮遤逨遡遬遰遨遡遢遥遴 逽逽 遭遥遳遳遡遧遥逨適逩逩逻

週週逷
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適遦 適遮遤遥選 逽進逷

遁逨逍遯遯遲逨逨遫 逭 週逩逯逴逩 逫 週逬 遭遯遤逨遫 逭 週逬 逴逩 逫 週逩 逽 適遮遤遥選逻

遥遬遳遥

遁逨逍遯遯遲逨逨遫 逭 週逩逯逴逩 逫 週逬 遭遯遤逨遫 逭 週逬 逴逩 逫 週逩 逽 逰逻

遥遮遤

遫 逽 遫 逫 週逻

遥遮遤

逥 定义加密矩阵遘

遘 逽 遛週 進 逳 逴逻 逴 週 進 逳逻 逳 逴 週 進逻 進 逳 逴 週遝逻

逥 加密过程

遂 逽 逨遘 逪 遁逩逧逻

逥 解密过程

遘 適遮遶 逽 適遮遶逨遘逩逻

遁 遤遥遣遲遹遰遴 逽 遘 適遮遶 逪 遂逧逻

逥 将解密后的数字矩阵转换回文本信息

遭遥遳遳遡遧遥 遤遥遣遲遹遰遴 逽 逧 逧逻

遦遯遲 適 逽 週逺逴

遦遯遲 遪 逽 週逺逴

適遦 遲遯遵遮遤逨遁 遤遥遣遲遹遰遴逨適逬遪逩逩 遾逽 逰

遭遥遳遳遡遧遥 遤遥遣遲遹遰遴 逽 遛遭遥遳遳遡遧遥 遤遥遣遲遹遰遴逬遡遬遰遨遡遢遥遴逨遲遯遵遮遤逨遁 遤遥遣遲遹遰遴逨適逬遪逩逩逩遝逻

遥遬遳遥

遭遥遳遳遡遧遥 遤遥遣遲遹遰遴 逽 遛遭遥遳遳遡遧遥 遤遥遣遲遹遰遴逬 逧 逧遝逻

遥遮遤

遥遮遤

遥遮遤

遤適遳遰逨逧原始信息逺逧逩逻

遤適遳遰逨遭遥遳遳遡遧遥逩逻

遤適遳遰逨逧加密后的矩阵遂逺逧逩逻

遤適遳遰逨遂逩逻

遤適遳遰逨逧解密后的信息逺逧逩逻

遤適遳遰逨遭遥遳遳遡遧遥 遤遥遣遲遹遰遴逩逻

週週逸



线性代数应用案例库 线性代数应用案例库

程序运行结果如下：

原始信息逺

適遴 適遳 遡 遳遥遣遲遥遴

加密后的矩阵B逺

週進逴 週逰逸 週逳進 週逵逶

週週逵 週逵逰 週逰逵 逸逰

週週 逷 逷 週逵

逶逳 逷進 逴逵 逹逰

解密后的信息逺

適遴 適遳 遡 遳遥遣遲遥遴

2.4.2 结结结果果果分分分析析析

运行上述遍遁達遌遁遂代码后：

原始信息遜適遴 適遳 遡 遳遥遣遲遥遴逢能够准确地转换为数字矩阵A ，并通过加密矩阵X进行加密得到密

文矩阵B 。

密文矩阵B经过解密操作后，成功还原为原始数字矩阵A ，并进一步转换回原始文本信
息遜適遴 適遳 遡 遳遥遣遲遥遴逢。这表明基于矩阵运算的加密和解密算法在遍遁達遌遁遂编程实现下是可行的，

能够准确地实现信息的加密和解密过程，保证信息在传输过程中的安全性和可恢复性。

2.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

2.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

1.多多多语语语言言言支支支持持持：：：可以扩展字母表值的对应关系，支持多种语言的文本信息加密和解密，不
仅仅局限于英文字母。

2.动动动态态态密密密钥钥钥：：：在实际应用中，可以采用动态生成密钥矩阵的方式，每次加密使用不同的可
逆矩阵，提高加密的安全性和复杂性。

3.与与与其其其他他他加加加密密密算算算法法法结结结合合合：：：将基于矩阵的加密算法与其他传统加密算法（如对称加密算法、

非对称加密算法）相结合，形成更强大的加密方案，应用于金融、军事等对信息安全要求极高
的领域。
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2.5.2 反反反思思思总总总结结结

1. 密密密钥钥钥管管管理理理：：：实际中，密钥矩阵X的安全存储和传输至关重要。若密钥被泄露，则加密的

信息就会被轻易破解，因此需要建立完善的密钥管理机制，如密钥的生成、分发、更新等。
2.算算算法法法局局局限限限性性性：：：矩阵加密算法简单易懂且易于实现，但对大规模数据和复杂攻击场景，其

安全性可能存在不足。例如，对于已知明文攻击等情况，可能需要更复杂的加密算法来应对。

3.计计计算算算资资资源源源：：：当处理大规模矩阵时，矩阵运算会消耗大量的计算资源和时间，需要优化算

法或采用并行计算等方式提高计算效率，尤其是实时信息传输对时间要求较高。

2.5.3 动动动手手手实实实践践践练练练习习习

甲方收到与之有秘密通信往来的乙方的一个使用遈適遬遬加密法加密过的密文信息如矩阵A所
示，按照甲方和乙方的约定，此次密文的秘钥为矩阵X如下：

A 逽



逹逳 −逴週逶 −進週逹 −逶逹逸 −週逸進 −週逰逵

週進 逵週進 週週逴 逹週逶 −逷逹 週進逸

週週逰 −逳逰逰 −進逰逴 −逴逹逰 −逳逳逴 −逸逰

逳逸 −進逹逵 −週週逴 −逴逹逵 −逹逸 −逷逴

逳逵 逶 −逵逷 週逹 −逹逳 逰

週進逰 −逴逰逳 −進逴逰 −逶逸進 −進逶逵 −週逰逵


X 逽



週 −進 逰 進 逶 逰

−逸 週逶 進逴 −週逶 −逴逷 逴

−逳 逶 逶 −逶 −週逸 逰

−週逴 進逸 逴進 −進逷 −逸週 逷

逰 週 逰 −逵 −週逵 逰

−進 逴 逶 −逴 −週進 週


加密方式：A 逽 逨XB逩T，其中矩阵B为明文信息逮 密码本见表進逮進逮

達遡遢遬遥 進逮進逺 字母表值

字母 遡 遢 遣 遤 遥 遦 遧 遨 適 遪 遫 遬 遭 遮

数字 逳 週逹 逶 逹 週 逴 進進 週逷 進逵 週逸 逷 週逴 週週 進週

字母 遯 遰 遱 遲 遳 遴 遵 遶 遷 選 遹 遺 空格

数字 進 逵 進逳 進逴 逸 進逰 週逰 進逶 週進 週逳 週逵 週逶 逰

试解决一下问题：

逨週逩 借助遍遁達遌遁遂软件解密出明文矩阵B逮 逨進逩 对照密码本破译出乙方传送的信息内容逮

週進逰



案案案例例例3 初初初等等等变变变换换换在在在最最最大大大公公公约约约数数数计计计算算算中中中的的的应应应用用用

3.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

3.1.1 背背背景景景简简简介介介

在初等数论中，求两个或多个整数的最大公因数和最小公倍数是基础且重要的问题。传统
方法通常是先求整数的标准分解式，然而当整数的绝对值较大时，分解过程会变得极为复杂。

矩阵初等变换作为线性代数中的重要工具，为解决此类数论问题提供了新的思路。通过将数论

问题转化为矩阵运算问题，利用矩阵的性质和运算可更高效地求解最大公因数和最小公倍数。

3.1.2 应应应用用用目目目标标标

通过运用矩阵初等变换的方法求整数的最大公因数和最小公倍数，一方面可以简化计算过

程，尤其是对于绝对值较大的整数，避免复杂的标准分解式求解；另一方面，这种跨领域的方

法应用有助于加深对线性代数和初等数论知识的理解，拓展数学工具的应用范围，在密码学、
编码理论等涉及整数运算和数据处理的领域具有潜在的应用价值。

3.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

3.2.1 问问问题题题描描描述述述

已知若干个整数（两个整数a、b 或多个整数a1, a2, · · · , an ），试用矩阵初等变换的方法求

出它们的最大公因数和最小公倍数。

3.2.2 需需需求求求分分分析析析

从数学角度看，需要深入理解矩阵的整数初等变换规则以及相关命题。

定定定义义义1：：：若矩阵A的元素aij均为整数，则矩阵A称为整数矩阵。

週進週
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定定定义义义2：：：矩阵A的整数初等行（列）变换包含三种：

（週）交换矩阵A的两行（列）；

（進）用±週乘矩阵A的某一行（列）；

（逳）某一行（列）乘上整数加到另一行（列）上；

命命命题题题1：：：设a, b ∈ N，A 逽

a 逰

b b

，则存在整数矩阵B 逽

u v

w t

，且|B| 逽 週，使

得BA 逽

m n

逰 n

，其中m 逽 逨a, b逩（a与b的最大公因数），n 逽 遛a, b遝（a与b的最小公倍数）。

该命题建立了通过整数矩阵乘法将特定矩阵A变换为包含最大公因数和最小公倍数信息矩

阵的理论依据，是利用矩阵求解两个整数最大公因数和最小公倍数的核心理论支撑。

命命命题题题2：：：矩阵A左（右）乘可逆整数矩阵相当于对A进行一系列的整数初等行（列）变换。

命命命题题题3：：：设a1, a2, · · · , an是n个不全为逰的整数，它们的最大公因数逨a1, a2, · · · , an逩 逽 d，则

存在可逆方阵A 逽 逨aij逩，使得遛a1, a2, · · · , an遝A 逽 遛d, 逰, · · · , 逰遝。

该命题为求解多个整数的最大公因数提供了理论依据，通过构造合适的可逆方阵A，可以

将多个整数组成的向量变换为只包含最大公因数信息的向量形式。
在实际应用中，准确运用这些规则和命题进行矩阵变换，以得到正确的最大公因数和最小

公倍数结果是关键。

3.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

3.3.1 问问问题题题建建建模模模

週逮对于两个整数a、b

由命题週，构造矩阵A 逽

a 逰

b b

 ，通过对矩阵A实施整数初等变换，将其化为行阶梯形矩
阵

m n

逰 n

 ，其中m为最大公因数，n为最小公倍数。
進逮对于多个整数a1, a2, · · · , an

由命题逳，在行向量遛a1, a2, · · · , an遝下方添加一个n阶单位矩阵，构成逨n逫 週逩× n矩阵B ，然

週進進
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后对B实施整数初等变换直到其第一行化为遛d, 逰, · · · , 逰遝 ，则其下方的单位矩阵便化为可逆方

阵A ，d就是a1, a2, · · · , an的最大公因数。即

a1 a2 · · · an

E

 初等列变换−−−−−−→

d 逰 · · · 逰

A


3.3.2 方方方法法法选选选择择择

选择矩阵的整数初等变换方法来求解。根据定义的三种整数初等行（列）变换规则，结合
相关命题所提供的理论依据，对构造好的矩阵进行逐步变换。在变换过程中，保持对矩阵元素
的运算和性质的关注，确保变换的正确性和有效性。

3.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

3.4.1 模模模型型型求求求解解解

对于两个整数的情况（以a 逽 逴逹週逴，b 逽 逵逴逹逷逸为例）

週逮 构造矩阵：A 逽

 逴逹週逴 逰

逵逴逹逷逸 逵逴逹逷逸


進逮 实施整数初等变换：

 逴逹週逴 逰

逵逴逹逷逸 逵逴逹逷逸

→
逴逹週逴 逰

逹進逴 逵逴逹逷逸

→
進逹逴 −進逷逴逸逹逰

逹進逴 逵逴逹逷逸

→
進逹逴 −進逷逴逸逹逰

逴進 逸逷逹逶逴逸



→

 逰 −逶逴逳進逴進逶

逴進 逸逷逹逶逴逸

→
逴進 逸逷逹逶逴逸

逰 逶逴逳進逴進逶


逳逮 得出结果：逨a, b逩 逽 逴進（最大公因数），遛a, b遝 逽 逶逴逳進逴進逶（最小公倍数）。

对于多个整数的情况（以進逳逰，週週逴逰，週逸逷逰为例）

週進逳
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週逮 构造矩阵：B 逽


進逳逰 週週逴逰 週逸逷逰

週 逰 逰

逰 週 逰

逰 逰 週


進逮 实施整数初等变换：


進逳逰 週週逴逰 週逸逷逰

週 逰 逰

逰 週 逰

逰 逰 週

→


進逳逰 −週逰 逳逰

週 −逵 −逸

逰 週 逰

逰 逰 週

→

−週逰 進逳逰 逳逰

−逵 週 −逸

週 逰 逰

逰 逰 週

→


週逰 逰 逰

逵 −週週逴 −進逳

−週 進逳 逳

逰 逰 週


逳逮 得出结果：進逳逰，週週逴逰，週逸逷逰的最大公因数为週逰 。

3.4.2 结结结果果果分分分析析析

通过矩阵初等变换的方法，成功求出了整数的最大公因数和最小公倍数。这种方法在计算
过程中，相较于传统的标准分解式方法，对于大整数的处理更加简洁和高效。在两个整数的例

子中，通过对矩阵的逐步变换，清晰地得到了最大公因数和最小公倍数；在多个整数的例子

中，也准确地求出了最大公因数。同时，结果的准确性可以通过传统方法进行验证，进一步证

明了该方法的可行性。

3.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

3.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

1. 密密密码码码学学学领领领域域域：：：在密码学中，涉及到大量的整数运算和密钥生成等操作。利用矩阵初等
变换求最大公因数和最小公倍数的方法，可以用于优化某些密码算法中的参数计算，提高加密

和解密的效率和安全性。

2. 编编编码码码理理理论论论：：：在编码过程中，需要对数据进行处理和校验。该方法可以应用于编码的设计

和校验过程中，帮助确定数据之间的关系，优化编码方案。

週進逴
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3.5.2 反反反思思思总总总结结结

1. 方方方法法法局局局限限限性性性：：：虽然矩阵初等变换方法在处理大整数时具有优势，但对于一些特殊情况

（如整数存在特殊的因数关系等），可能需要进一步调整矩阵变换的策略，否则可能会增加不

必要的计算量。

2. 理理理论论论拓拓拓展展展：：：可以进一步研究矩阵初等变换与数论其他问题的联系，拓展该方法的应用范
围，例如在求解同余方程、整数线性组合等问题上的应用。

3. 计计计算算算效效效率率率优优优化化化：：：在实际应用中，当处理大规模数据或高维度矩阵时，需要进一步优化
计算过程，减少计算时间和空间复杂度，例如采用更高效的矩阵存储和运算方式。

週進逵



案案案例例例4 矩矩矩阵阵阵运运运算算算在在在电电电路路路分分分析析析中中中的的的应应应用用用

4.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

4.1.1 背背背景景景简简简介介介

在电子电路设计与维修中，求解各支路电流是分析电路性能的核心步骤。基基基尔尔尔霍霍霍夫夫夫电电电流流流定定定

律律律（（（KCL）））指出遜任一节点的流入电流之和等于流出电流之和逢，结合欧姆定律，可通过遜节节节点点点

电电电压压压法法法逢建立线性方程组，再用线性代数中的矩矩矩阵阵阵求求求逆逆逆或克克克莱莱莱姆姆姆法法法则则则求解方程组，快速得到各
支路电流。该方法逻辑清晰、计算规范，是电路分析的入门级数学工具。

4.1.2 应应应用用用目目目标标标

对于含有逳个节点、逴条支路的直流电路（含电压源与电阻），通过节点电压法建立线性方

程组，用矩阵表示方程组并求解节点电压，进一步计算各支路电流，完成电路性能分析。

4.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

4.2.1 问问问题题题描描描述述述

现有直流电路（简化描述）：

週逮 节点：共逳个节点，设节点逰为参考地（电压U0 逽 逰V），节点週、节点進为待求电压节点

（电压分别为U1、U2）。

進逮 支路与元件：

支路週：节点週→参考地，串联电阻R1 逽 進逊；

支路進：节点週→节点進，串联电阻R2 逽 週逊；

支路逳：节点進→参考地，串联电阻R3 逽 週逊；

支路逴：电压源U 逽 逵V→节点週，电压源正极接节点週，负极接参考地。

週進逶
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求解各支路电流I1、I2、I3。

4.2.2 需需需求求求分分分析析析

从电路分析的工程实用性与数学工具适配性出发，需基于基基基尔尔尔霍霍霍夫夫夫电电电流流流定定定律律律（（（KCL）））和

欧姆定律，为含逳个节点、逴条支路的直流电路建立线性方程组遼确保方程能精准反映各节点电

流平衡关系，且变量仅为待求节点电压（适配矩阵运算）；需将方程组转化为遜AX 逽 B逢的矩

阵形式，通过矩阵求逆等运算求解节点电压，再推导各支路电流，计算过程需步骤清晰、结果

准确，满足电路设计中对电流参数的精度要求；同时，求解后需验证各节点流入与流出电流是

否相等（符合運遃遌），排除计算误差，确保结果可用于后续电阻功耗计算、元件额定电流选型

等工程实践，为电路安全运行提供可靠数据支撑。

4.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

4.3.1 问问问题题题建建建模模模

1. 基基基于于于KCL建建建立立立节节节点点点电电电流流流方方方程程程

（週）对节点週列運遃遌方程

流入节点週的电流：仅支路逴的电压源电流I4，根据欧姆定律，支路逴无电阻，电流需通过其

他支路平衡，先分析流出节点週的电流：

支路週（节点週→地）：电流I1 逽 U1−U0
R1

逽 U1
2 （从节点週流出）；

支路進（节点週→节点進）：电流I2 逽 U1−U2
R2

逽 U1 − U2（从节点週流出）。

根据運遃遌遜流入电流逽流出电流逢：电压源提供的电流等于流出节点週的总电流，即I4 逽

I1 逫 I2。但因支路逴无电阻，需直接结合电压源特性，修正为：支路逴为遜电压源逫无电阻逢，故

节点週电压U1 逽 U 逽 逵V（此处简化，若电压源串联电阻需重新分析），因此节点週电压为已知

量，仅需对节点進列方程。

（進）对节点進列運遃遌方程

流入节点進的电流：支路進的电流I2 逽 U1−U2
R2

逽 逵− U2（从节点週流入节点進）；

流出节点進的电流：支路逳（节点進→地）的电流I3 逽 U2−U0
R3

逽 U2（从节点進流出）。

根据運遃遌：流入电流逽流出电流，即：

逵− U2 逽 U2

2. 修修修正正正模模模型型型（（（电电电压压压源源源串串串联联联电电电阻阻阻，，，确确确保保保两两两个个个未未未知知知节节节点点点）））

週進逷
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调整支路逴：电压源U 逽 逵V串联电阻R4 逽 週逊，正极→节点週，负极→地，此时节点週、节

点進均为未知电压（U1、U2），参考地U0 逽 逰V。

（週）对节点週列運遃遌方程

流入节点週的电流：支路逴的电流I4 逽 U−U1
R4

逽 逵− U1（从电压源流入节点週）；

流出节点週的电流：支路週：I1 逽 U1
R1

逽 U1
2 ；支路進：I2 逽 U1−U2

R2
逽 U1 − U2。

運遃遌方程：I4 逽 I1 逫 I2，整理得：

逵U1 − 進U2 逽 週逰

（進）对节点進列運遃遌方程

流入节点進的电流：支路進的电流I2 逽 U1 − U2；

流出节点進的电流：支路逳的电流I3 逽 U2
R3

逽 U2。

運遃遌方程：I2 逽 I3，整理得：

U1 − 進U2 逽 逰

逳逮 转化为矩阵形式（AX 逽 B）逵 −進

週 −進

U1

U2

 逽

週逰

逰


4.3.2 方方方法法法选选选择择择

选择遜矩矩矩阵阵阵求求求逆逆逆法法法逢求解方程组，原因：

（週）方程组为進阶线性方程组，矩阵求逆计算量小，步骤清晰，适合手动演示；
（進）逆矩阵解法可直接得到U1、U2，结果直观，便于后续推导支路电流；

（逳）能体现线性代数遜用矩阵运算解决线性关系问题逢的核心思想，贴合案例教学目标。

4.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

4.4.1 模模模型型型求求求解解解

步骤週：计算系数矩阵A的行列式|A| 逽

∣∣∣∣∣∣逵 −進

週 −進

∣∣∣∣∣∣ 逽 逸 6逽 逰，矩阵可逆，方程组有唯一解；

步骤進：求A的伴随矩阵A∗ 逽

−進 進

−週 逵

；
週進逸
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步骤逳：求A的逆矩阵A−1 逽 1
|A|A

∗；

步骤逴：求解节点电压

X 逽 A−1B

即节点电压：U1 逽 進.逵V，U2 逽 週.進逵V。

步骤逵：计算各支路电流

根据欧姆定律，电流方向按遜高电位→低电位逢判断：

支路週（节点週→地）：I1 逽 U1−U0
R1

逽 2.5
2 逽 週.進逵A（流出节点週）；

支路進（节点週→节点進）：I2 逽 U1−U2
R2

逽 週.進逵A（流出节点週，流入节点進）；

支路逳（节点進→地）：I3 逽 U2−U0
R3

逽 U2 逽 週.進逵A（流出节点進）；

支路逴（电压源→节点週）：I4 逽 U−U1
R4

逽 逵− U1 逽 進.逵A（流入节点週）。

步骤逶：验证運遃遌（确保结果正确）

节点週：流入电流I4 逽 進.逵A，流出电流I1 逫 I2 逽 週.進逵 逫 週.進逵 逽 進.逵A，满足流入逽流出；

节点進：流入电流I2，流出电流I3，满足流入逽流出。

验证通过，结果可靠。

4.4.2 结结结果果果分分分析析析

本案例中，基于基基基尔尔尔霍霍霍夫夫夫电电电流流流定定定律律律（（（KCL）））建立的线性方程组，能精准反映各节点电流

平衡关系，矩阵形式规范且求解过程无逻辑错误，确保了方程本身的有效性；通过行列式、逆

矩阵运算求得节点电压后，进一步推导得到各支路电流，且经運遃遌验证（节点週流入与流出电

流均为I4 逽 I1 逫 I2，节点進流入与流出电流均为I2 逽 I3），结果误差为逰，完全符合电路分析的

精度要求；明确的支路电流（I1 逽 I2 逽 I3 逽 週.進逵A、I4 逽 進.逵A）具备实际工程意义，可直接用

于后续电路功率计算（如电阻功耗P 逽 I2R）与元件选型（如选择额定电流不低于对应支路电
流週.進逵A的电阻），为电路设计提供了可靠的数据支撑。

4.5 应应应用用用拓拓拓展展展与与与反反反思思思总总总结结结

4.5.1 应应应用用用拓拓拓展展展

（（（1）））多多多节节节点点点电电电路路路：若电路含逴个及以上节点（如含多个电压源、电阻的复杂电路），可通

过增加方程数量扩展矩阵维度（如逳个未知节点对应逳×逳矩阵），仍用遜矩矩矩阵阵阵求求求逆逆逆逢或遜高高高斯斯斯消消消元元元

法法法逢求解，原理完全一致。

週進逹
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（（（2）））结结结合合合交交交流流流电电电路路路分分分析析析：在交流电路中，电压、电流为复数（含幅值与相位），可将电

阻替换为阻抗（复数Z 逽 R 逫 jωL − j 1
ωC），建立复数线性方程组，用复矩阵运算求解，线性

代数的核心方法仍适用。

（（（3）））软软软件件件工工工具具具适适适配配配：在电路仿真软件中，节点电压法的底层算法正是基于矩阵求解，掌

握该方法可帮助理解仿真软件的计算逻辑，提升电路设计与调试效率。

4.5.2 反反反思思思总总总结结结

（（（1）））数数数学学学与与与工工工程程程的的的关关关联联联：线性代数的矩阵运算并非抽象概念，而是电路分析的遜标准化

工具逢遼遼系数矩阵A对应电路元件参数，未知向量X对应待求物理量，矩阵求逆对应遜解方程

组逢的数学过程，体现了遜用数学模型解决工程问题逢的核心逻辑。

（（（2）））简简简化化化与与与实实实用用用的的的平平平衡衡衡：本案例选择進阶矩阵（進个未知节点），计算量小且步骤完整，

避免了复杂电路的冗余推导，适合入门学习，帮助理解遜为何学线性代数逢遜如何用线性代数逢。

（（（3）））不不不足足足与与与改改改进进进：本案例为直流纯电阻电路，未涉及电容、电感等元件，后续可学习遜线

性代数在动态电路（含储能元件）中的应用逢，进一步拓展矩阵运算的工程场景，提升解决复杂
问题的能力。

週逳逰



案案案例例例5 线线线性性性代代代数数数在在在互互互联联联网网网信信信息息息检检检索索索中中中的的的应应应用用用

5.1 背背背景景景介介介绍绍绍与与与应应应用用用目目目标标标

5.1.1 背背背景景景介介介绍绍绍

在互联网上，数字图书馆的发展对情报的存储和检索提出了更高的要求，现代情报检索技
术就构筑在矩矩矩阵阵阵理理理论论论的基础上。通常，数据库中收集了大量的文件，人们希望从中可以检索出

那些能与特定关键词相匹配的文件。文件的类型可以是杂志中的研究报告、互联网上的网页、
图书馆中的书或胶片库中的电影等。

5.1.2 应应应用用用目目目标标标

在信息检索中，数数数据据据检检检索索索矩矩矩阵阵阵可以用于表示文档和关键词的关系。假设数据库包含m个文

档和n个关键词，每个关键词在文档中出现的相对频率可以构成一个数据检索矩阵，其中矩阵
的行表示关键词，列表示文档。矩阵的元素表示一个数，即第i个关键词在第j个文档中出现的

相对频率遼遼因为关键词在文档中最多只标记为遜出现逢或遜不出现逢，所以其相对频率不是週就

是逰：当第i个关键词在第j个文档中出现，用週表示，否则用逰表示。

n维检检检索索索向向向量量量表示检索列表中的关键词，如果第i个关键词在检索列表中，则向量的第i个元

素为週，否则为逰，可以通过计算y 逽 ATx（A为数据检索矩阵，x为检索向量）得到检索结果。

5.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

5.2.1 问问问题题题描描描述述述

假如数据库中包含有以下书名：遂週遼应用线性代数，遂進遼初等线性代数，遂逳遼初等

线性代数及其应用，遂逴遼线性代数及其应用，遂逵遼线性代数及应用，遂逶遼矩阵代数及应

週逳週



线性代数应用案例库 线性代数应用案例库

用，遂逷遼矩阵理论；而搜索的逶个关键词组成的集合按拼音字母次序排列，即为：初等、代
数、矩阵、理论、线性、应用。

5.2.2 需需需求求求分分分析析析

用线性代数创建情情情报报报检检检索索索模模模型型型，通过矩阵运算量化关键词与文档的匹配程度，实现精准检
索。

5.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

5.3.1 问问问题题题建建建模模模

已知数据检索矩阵如表逵逮逳所示（行对应关键词，列对应书名，元素週表示关键词在书名中

出现，逰表示未出现）。

達遡遢遬遥 逵逮逳逺 数据检索矩阵

关键词
书名

遂週 遂進 遂逳 遂逴 遂逵 遂逶 遂逷

初等 逰 週 週 逰 逰 逰 逰

代数 週 週 週 週 週 週 逰

矩阵 逰 逰 逰 逰 逰 週 週

理论 逰 逰 逰 逰 逰 逰 週

线性 週 週 週 週 週 逰 逰

应用 週 逰 週 週 週 週 逰

设输入的关键词是遜应用、线性、代数逢，则：週逮 数据检索矩阵A（逶行逷列）为：

A 逽



逰 週 週 逰 逰 逰 逰

週 週 週 週 週 週 逰

逰 逰 逰 逰 逰 週 週

逰 逰 逰 逰 逰 逰 週

週 週 週 週 週 逰 逰

週 逰 週 週 週 週 逰



週逳進
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進逮 检索向量x（逶行週列）为：

x 逽



逰

週

逰

逰

週

週


逳逮 检索结果向量y 逽 ATx为：

y 逽 ATx

5.3.2 方方方法法法选选选择择择

在遍遁達遌遁遂中，使用矩阵运算函数实现上述模型：

矩阵定义：直接使用方括号内按行输入元素的方式构建矩阵A和向量x；

矩阵运算：用遜逪逢运算符实现矩阵乘法，用遜逧逢运算符实现矩阵转置；

结果输出：通过编写遍遁達遌遁遂脚本，计算并输出检索结果y。

5.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

5.4.1 模模模型型型求求求解解解

以下是遍遁達遌遁遂代码实现及运行结果：

逥 清除工作区变量与命令行窗口内容

遣遬遥遡遲

遣遬遣

逥 定义数据检索矩阵遁（逶行逷列，行逽关键词，列逽书名）

遁 逽 遛逰 週 週 逰 逰 逰 逰逻

週 週 週 週 週 週 逰逻

逰 逰 逰 逰 逰 週 週逻

逰 逰 逰 逰 逰 逰 週逻

週 週 週 週 週 逰 逰逻

週 逰 週 週 週 週 逰遝逻

逥 定义检索向量選（逶行週列，对应关键词遜应用、线性、代数逢）

週逳逳
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選 逽 遛逰逻 週逻 逰逻 逰逻 週逻 週遝逻

逥 计算检索结果y 逽 AT ∗ x

遹 逽 遁逧 逪 選

逥 输出检索结果

遤適遳遰逨逧各书名与检索关键词的匹配度：逧逩逻

遤適遳遰逨逧遂週 遂進 遂逳 遂逴 遂逵 遂逶 遂逷逧逩逻

遤適遳遰逨遹逧逩逻

运行结果如下：

y =

3

2

3

3

3

2

0

各书名与检索关键词的匹配度：

B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7

3 2 3 3 3 2 0

5.4.2 结结结果果果分分分析析析

y的各个分量表示各书名与搜索向量的匹配程度：

分量值为逳的书名：遂週（应用线性代数）、遂逳（初等线性代数及其应用）、遂逴（线性代数

及其应用）、遂逵（线性代数及应用）遼遼这逴本书包含所有逳个检索关键词（应用、线性、代

数），匹配度最高；

分量值为進的书名：遂進（初等线性代数）、遂逶（矩阵代数及应用）遼遼仅包含進个检索关键

词，匹配度次之；

週逳逴
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分量值为逰的书名：遂逷（矩阵理论）遼遼未包含任何检索关键词，无匹配度。

因此，在搜索结果中会将匹配度最高的遂週、遂逳、遂逴、遂逵排在最前面。

5.5 动动动手手手实实实践践践练练练习习习

假如某数据库包含以下逸种图书：遁週遼线性代数，遁進遼初等线性代数，遁逳遼初等线性代数

及其应用，遁逴遼线性代数及其应用，遁逵遼矩阵代数及其应用，遁逶遼矩阵理论，遁逷遼线性代数

及遍遁達遌遁遂入门，遁逸遼基于遍遁達遌遁遂的线性代数及其应用；而检索的逷个关键词按拼音字母次
序排列为：初等、代数、矩阵、理论、遍遁達遌遁遂、线性、应用。

请用矩阵运算来为以下两位读者检索图书：

週逮 读者週的检索策略：关键词遜代数，遍遁達遌遁遂逢；

進逮 读者進的检索策略：关键词遜代数，遍遁達遌遁遂，应用逢。

（提示：步骤週：构建逷行逸列的数数数据据据检检检索索索矩矩矩阵阵阵；步骤進：定义对应检索向量x；步骤逳：计

算y 逽 ATx；步骤逴：根据y的分量值排序检索结果。）
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案案案例例例6 商商商品品品市市市场场场占占占有有有率率率问问问题题题

6.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

6.1.1 背背背景景景简简简介介介

在市场竞争中，企业的顾客群体（市场份额）会因遜顾客保留逢与遜顾客转移逢发生动态变

化。通过量化遜顾客转移规律逢，可预测企业市场份额的长期趋势，为企业制定竞争策略（如客

户留存、市场拓展）提供依据。

6.1.2 应应应用用用目目目标标标

以两家生产同类产品的公司遒和道为研究对象，基于遜年度顾客转移比例逢，预测两两两年年年后后后两家

公司的市场份额变化，掌握遜马尔可夫链（市场份额转移）逢的量化分析方法。

6.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

6.2.1 问问问题题题描描描述述述

公司遒每年保留1
4 的顾客，

3
4 的顾客转移到公司道；

公司道每年保留2
3 的顾客，

1
3 的顾客转移到公司遒；

初始时（产品开始制造时），遒的市场份额为3
5，道的市场份额为2

5；

需计算两两两年年年后后后遒和道的市场份额。

6.2.2 需需需求求求分分分析析析

需要建立遜市场份额逭顾客转移逢的量化模型，通过遜矩阵乘法逢描述每年市场份额的迭代变

化，从而预测两年后的结果，核心是利用遜线性代数中的矩阵运算逢刻画动态转移过程。
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6.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

6.3.1 问问问题题题建建建模模模

1.转转转移移移矩矩矩阵阵阵A：行表示遜来源公司逢，列表示遜去向公司逢，元素为遜顾客从来源公司转移到去

向公司的比例逢。因此：

A 逽

1
4

3
4

1
3

2
3


（第一行：遒保留1

4，转移到道为3
4；第二行：道转移到遒为1

3，保留
2
3）。

2.初初初始始始市市市场场场份份份额额额向向向量量量X0：

X0 逽

3
5

2
5


（第一行：遒的初始份额；第二行：道的初始份额）。

3.市市市场场场份份份额额额迭迭迭代代代公公公式式式：第n 年后的市场份额向量Xn 逽 AnX0（通过矩阵幂次与初始向量的

乘法，迭代计算每一年的份额）。

6.3.2 方方方法法法选选选择择择

采用线线线性性性代代代数数数中中中的的的矩矩矩阵阵阵乘乘乘法法法，结合遜马尔可夫链的状态转移思想逢：市场份额的变化是遜线

性的动态迭代过程逢，每一年的份额由遜上一年份额逢与遜转移矩阵逢相乘得到，因此通过两次矩阵

乘法（一年一次迭代），可计算两年后的市场份额。

6.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

6.4.1 模模模型型型求求求解解解

1.一一一年年年后后后市市市场场场份份份额额额X1：

X1 逽 AX0 逽

1
4

3
4

1
3

2
3

3
5

2
5

 逽

1
4 ×

3
5 逫 3

4 ×
2
5

1
3 ×

3
5 逫 2

3 ×
2
5

 逽

 9
20

7
15


2.两两两年年年后后后市市市场场场份份份额额额X2：

X2 逽 AX1 逽 A2X0 逽

1
4

3
4

1
3

2
3

 9
20

7
15

 逽

1
4 ×

9
20 逫 3

4 ×
7
15

1
3 ×

9
20 逫 2

3 ×
7
15

 逽

 37
80

83
180

 ≈
逰.逴逶進逵

逰.逴逶週週


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6.4.2 结结结果果果分分分析析析

数数数值值值解解解读读读：两年后，遒公司的市场份额约为逴逶.進逵逥，道公司约为逴逶.週週逥，两者份额接近，

说明竞争处于遜动态平衡的初期阶段逢（若长期迭代，会趋向一个稳定的遜稳态份额逢）。

转转转移移移的的的影影影响响响：遒公司初始份额更高（逶逰逥），但因遜顾客保留率低（仅進逵逥）、转移

到道的比例高（逷逵逥）逢，导致份额增长缓慢；道公司初始份额低（逴逰逥），但遜顾客保留率高

（约逶逶.逶逷逥）、从遒获取顾客的比例高（逳逳.逳逳逥）逢，份额逐渐追近。

6.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

6.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

多多多企企企业业业竞竞竞争争争：当市场存在逳家及以上企业时，可将转移矩阵扩展为遜方阵（行数逽列数逽企

业数）逢，初始向量为多维向量，仍通过遜矩阵幂次×初始向量逢预测多企业的市场份额变化。

跨跨跨领领领域域域应应应用用用：马尔可夫链的转移思想可用于遜人口流动预测逢（地区间人口转移）、遜疾病

传播模型逢（健康逭患病状态转移）、遜金融风险演化逢（不同风险等级的资产转移）等领域，核

心是遜状态的概率性转移与迭代逢。

6.5.2 反反反思思思总总总结结结

数数数学学学与与与经经经济济济的的的融融融合合合：线性代数的遜矩阵运算逢为遜市场动态竞争逢提供了量化工具，将遜定性

的顾客转移描述逢转化为遜定量的份额预测逢，体现了数学模型对经济决策的支撑作用。

模模模型型型的的的局局局限限限性性性与与与拓拓拓展展展：该模型假设遜转移概率固定（每年转移比例不变）逢，但实际市场

中，转移比例会因遜营销策略、产品创新、市场环境逢等因素变化。若要更精准，需引入遜时变转

移矩阵逢或遜非线性转移模型逢，这也体现了遜理论模型向复杂现实逼近逢的研究方向。
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案案案例例例1 傅傅傅里里里叶叶叶变变变换换换在在在求求求解解解信信信号号号频频频谱谱谱中中中的的的应应应用用用

1.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

1.1.1 背背背景景景简简简介介介

在信号处理领域，了解信号的频谱特性至关重要。频谱函数能够揭示信号在不同频率下的

成分分布情况，对于信号的分析、处理和传输有着基础性的意义。傅里叶变换作为一种强大的
数学工具，能够将时域信号转换到频域进行研究，广泛应用于通信、电子工程、图像处理等众

多学科和工程领域。例如在通信系统中，通过分析信号频谱可以优化信道分配、减少干扰；在
图像处理中，可用于图像的滤波、增强等操作。

1.1.2 应应应用用用目目目标标标

本案例旨在通过傅里叶变换及其相关特性（线性、相似性、位移性、微分卷积等）来求解

三角波信号的频谱函数。掌握三角波信号频谱的求解方法，有助于在实际工程应用中对含有三

角波成分的信号进行准确分析和处理，比如在电路设计中分析含有三角波激励的响应，或者在
音频处理中对类似三角波形态的音频信号进行频率分析等，以实现信号的优化、降噪、特征提

取等目的。

1.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

1.2.1 问问问题题题描描描述述述

问问问题题题1：：：求如图週逮週逷所示宽度为τ，幅度为A的三角波脉冲信号频谱逮

问问问题题题2：：：利用微分特性求图週逮週逸所示三角波信号的频谱函数逮

週逴逰
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图週逮週逷逺 三角波脉冲信号 图週逮週逸逺 标准三角波信号 图週逮週逹逺 矩形脉冲信号

1.2.2 需需需求求求分分分析析析

从数学角度看，需要熟练掌握傅里叶变换的定义、性质以及相关运算规则，如线性性质

（可对信号的线性组合进行傅里叶变换）、相似性（信号的尺度变换对应频谱的相应变化）、

位移性（信号在时域的位移对应频域的相位变化）、微分特性（时域的微分对应频域与频率的

乘积关系）等。在实际应用中，准确求解频谱函数对于后续的信号处理工作至关重要，若频谱

计算错误，可能导致信号分析和处理出现偏差，例如在通信系统中错误的频谱分析可能会影响

信号的调制和解调，进而影响通信质量。

1.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

1.3.1 问问问题题题建建建模模模

问问问题题题1：：：先找到一个标准的三角波信号f1逨t逩（宽度为進、幅度为週 ，如图週逮週逸所示）作为基
础模型，利用卷积关系（f1逨t逩可由两个单位矩形脉冲信号的卷积构成）以及傅里叶变换对的性
质来建立该标准三角波信号的频谱模型，再通过傅里叶变换的线性和展缩性来构建所求三角波
信号（宽度为τ，幅度为A ）的频谱模型。

问问问题题题2：：：先对该三角波信号求导得到f ′1逨t逩，将f
′
1逨t逩表示为已知频谱特性的矩形脉冲信号的

组合形式，利用矩形脉冲信号的频谱和位移性求出f ′1逨t逩的频谱，再根据时域微分特性建立原三

角波信号f1逨t逩的频谱模型。

1.3.2 方方方法法法选选选择择择

选择基于傅里叶变换及其特性的方法。对于问题週，利用卷积定理以及傅里叶变换的线性和

展缩性来求解；对于问题進，利用时域微分特性

F 遛f ′逨t逩遝 逽 jωF 遛f逨t逩遝,
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变形可得

F 遛f逨t逩遝 逽
F 遛f ′逨t逩遝
jω

,

结合矩形脉冲信号的频谱和位移性来求解。

1.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

1.4.1 模模模型型型求求求解解解

问问问题题题1：：：

週逮 构建标准三角波信号频谱：设f1逨t逩是宽度为進、幅度为週的三角波信号逨图週逮週逸逩，由

于f1逨t逩可由两个单位矩形脉冲信号P1逨t逩的卷积构成，即

P1逨t逩 ∗ P1逨t逩 逽 f1逨t逩,

由傅里叶变换对

F 遛P1逨t逩遝 逽 Sa逨ω/進逩,

根据卷积定理，可得

F 遛f1逨t逩遝 逽 F 遛P1逨t逩遝 · F 遛P1逨t逩遝 逽 Sa2逨ω/進逩.

進逮 求解目标三角波信号频谱：利用傅里叶变换的线性和展缩性，对于宽度为τ，幅度为A的

三角波f逨t逩 ，其频谱函数为

F 遛f逨t逩遝 逽 Af1逨
t

τ/進
逩,

经计算可得

F 遛f逨t逩遝 逽
Aτ

進
Sa2逨

ωτ

逴
逩.

问问问题题题2：：：由于

f ′1逨t逩 逽 P1逨t逫 週/進逩− P1逨t− 週/進逩.

利用矩形脉冲信号频谱：F 遛P1逨t逩遝 逽 Sa逨ω/進逩和位移性：F 遛P1逨t− t0逩遝 逽 Sa逨ω/進逩e−jωt0 ，可得

F 遛f ′1逨t逩遝 逽 Sa逨ω/進逩ejω/2 − Sa逨ω/進逩e−jω/2 逽 進jSa逨ω/進逩 遳適遮逨ω/進逩.

根据时域微分特性：F 遛f1逨t逩遝 逽 F [f ′1(t)]
jω ，可得

F 遛f1逨t逩遝 逽
進Sa逨ω/進逩 遳適遮逨ω/進逩

ω
逽 Sa2逨ω/進逩.
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1.4.2 结结结果果果分分分析析析

通过上述方法成功求解出两种情况下三角波信号的频谱函数。对于问题週，结果Aτ
2 Sa

2逨ωτ4 逩反

映了三角波信号的频谱与信号的宽度τ和幅度A的关系，可用于分析该三角波信号在不同频率

下的能量分布情况，帮助工程师在实际应用中根据需求对信号进行滤波、调制等操作。对于问

题進，求出的频谱函数Sa2逨ω/進逩同样可用于分析该三角波信号的频率特性，并且验证了利用微分

特性求解频谱函数的方法的可行性。同时，这些结果也可以通过与理论预期或其他方法（如直
接利用傅里叶变换定义积分求解）进行对比来进一步验证其准确性。

1.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

1.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

1. 通通通信信信系系系统统统：：：在通信系统中，可用于分析调制信号中三角波成分的频谱，帮助优化调制方
式，提高信号传输的效率和抗干扰能力。例如在某些特殊的调制方案中，利用三角波信号作为
调制载波的一部分，通过分析其频谱来调整调制参数，确保信号在信道中准确传输。

2. 音音音频频频处处处理理理：：：在音频处理中，对于一些类似三角波形态的音频信号（如某些乐器产生的特

殊波形信号），通过分析其频谱可以进行音频的降噪、增强、合成等操作。比如去除音频信号
中的高频噪声，或者根据频谱特性合成出更丰富的音效。

3. 图图图像像像处处处理理理：：：在图像处理中，虽然图像信号通常是二维的，但某些处理算法可能涉及到类

似一维三角波信号的模型。通过分析其频谱，可以进行图像的边缘检测、滤波等操作，例如利

用频谱特性设计滤波器来增强图像的边缘信息或者去除图像中的高频噪声。

1.5.2 反反反思思思总总总结结结

1. 方方方法法法局局局限限限性性性：：：傅里叶变换及其相关特性在处理一些非平稳信号（信号的统计特性随时

间变化）时存在局限性，对于这类信号，可能需要采用更复杂的时频分析方法（如小波变换

等）。同时，在实际应用中，信号可能会受到噪声干扰，这会影响频谱计算的准确性，需要结
合信号降噪等预处理方法来提高结果的可靠性。

2. 理理理论论论拓拓拓展展展：：：可以进一步研究傅里叶变换与其他数学工具（如拉普拉斯变换、遚变换等）

的联系和互补性，拓展信号分析和处理的方法体系。例如在某些复杂的信号处理场景中，结合
多种变换方法可以更全面地分析信号的特性。

3. 计计计算算算效效效率率率优优优化化化：：：在实际工程应用中，当处理大量数据或高频信号时，傅里叶变换的计
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算量可能较大。可以通过优化算法（如采用快速傅里叶变换遆遆達算法）、利用并行计算技术等
方式来提高计算效率，满足实时信号处理等应用场景的需求。

週逴逴



案案案例例例2 拉拉拉普普普拉拉拉斯斯斯变变变换换换在在在求求求解解解状状状态态态方方方程程程中中中的的的应应应用用用

2.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

2.1.1 背背背景景景简简简介介介

在信号处理和控制系统领域，线性时不变（遌達遉）系统是一类重要的研究对象。遌達遉系统具

有线性和时不变性的特性，广泛应用于通信、自动控制、音频处理等众多工程领域。例如在通

信系统中，信号的传输和处理往往可以建模为遌達遉系统；在自动控制系统中，被控对象和控制

器的动态特性也常常用遌達遉系统来描述。状态方程和输出方程是描述遌達遉系统动态行为的重要工

具，通过对这些方程的分析和求解，可以深入了解系统的性能和响应。

2.1.2 应应应用用用目目目标标标

本案例的应用目标是通过给定的连续时间遌達遉系统的状态方程和输出方程，以及初始状态

和输入条件，求解系统的状态变量和输出。这有助于工程师和研究人员了解系统在特定输入和

初始条件下的动态行为，从而对系统进行性能评估、优化设计以及故障诊断等。例如在设计一

个控制系统时，通过求解状态变量和输出，可以判断系统是否稳定，是否能够达到预期的控制

目标。

2.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

2.2.1 问问问题题题描描描述述述

已知某连续时间遌達遉系统的状态方程和输出方程，以及其初始状态和输入。需要求解该系

统的状态变量x1逨t逩、x2逨t逩和输出y1逨t逩、y2逨t逩。状态方程和输出方程分别描述了系统内部状态的

变化以及系统输出与状态和输入的关系，初始状态和输入则为求解系统响应提供了具体条件。
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2.2.2 需需需求求求分分分析析析

从数学角度看，需要掌握矩阵运算、拉普拉斯变换及其逆变换等知识。状态方程和输出方
程涉及矩阵的乘法和加法运算，而求解系统响应需要对这些方程进行拉普拉斯变换，将时域问
题转换到频域进行求解，最后再通过拉普拉斯逆变换得到时域的解。在实际应用中，准确求解
系统的状态变量和输出对于系统的设计和分析至关重要。如果求解结果不准确，可能会导致对

系统性能的误判，例如在控制系统中可能会导致控制策略的错误设计，影响系统的稳定性和控

制精度。

2.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

2.3.1 问问问题题题建建建模模模

週逮 状态方程建模：根据给定的状态方程 遟x1逨t逩

遟x2逨t逩

 逽

進 逳

逰 −週

x1逨t逩

x2逨t逩

逫

逰 週

週 逰

f1逨t逩

f2逨t逩

 ,
将其表示为矩阵形式 遟x逨t逩 逽 Ax逨t逩 逫 Bf逨t逩 ，其中

A 逽

進 逳

逰 −週

 , B 逽

逰 週

週 逰

 , x逨t逩 逽

x1逨t逩

x2逨t逩

 , f逨t逩 逽

f1逨t逩

f2逨t逩

 .
这是遌達遉系统状态方程的标准形式，描述系统状态随时间的变化与系统矩阵和输入的关系。

進逮 输出方程建模：输出方程y1逨t逩

y2逨t逩

 逽

週 週

逰 −週

x1逨t逩

x2逨t逩

逫

週 逰

週 逰

f1逨t逩

f2逨t逩

 ,
可以表示为y逨t逩 逽 Cx逨t逩 逫 Df逨t逩 ，其中

C 逽

週 週

逰 −週

 , D 逽

週 逰

週 逰

 ,
用于描述系统输出与状态和输入的关系。

2.3.2 方方方法法法选选选择择择

选择基于拉普拉斯变换的方法来求解该系统。首先对状态方程和输出方程进行拉普拉斯变
换，将时域的微分方程转换为频域的代数方程。通过求解频域方程得到状态变量和输出在频域

週逴逶
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的表达式，然后再进行拉普拉斯逆变换，得到时域的状态变量和输出。具体来说，利用下列公
式来求解状态变量在频域的表达式，

X逨s逩 逽 Φ逨s逩x逨逰−逩 逫 Φ逨s逩BF逨s逩

其中Φ逨s逩 逽 逨sI−A逩−1 为状态转移矩阵的拉普拉斯变换形式，再通过矩阵运算和拉普拉斯逆变
换求出时域的状态变量和输出。

2.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

2.4.1 模模模型型型求求求解解解

週逮 求状态转移矩阵的拉普拉斯变换Φ逨s逩 ：

已知Φ逨s逩 逽 逨sI−A逩−1 ，其中A 逽

進 逳

逰 −週

 ，sI−A 逽

s− 進 −逳

逰 s逫 週

 ，则
Φ逨s逩 逽

週
逨s− 進逩逨s逫 週逩

s逫 週 逳

逰 s− 進

 逽

 1
s−2

3
(s−2)(s+1)

逰 1
s+1

 .
進逮 求输入的拉普拉斯变换F逨s逩 ：

已知

f1逨t逩

f2逨t逩

 逽

 u逨t逩

e−3tu逨t逩

 ，由L遛u逨t逩遝 逽 1
s ，L遛e−3tu逨t逩遝 逽 1

s+3 ，得：

F逨s逩 逽

 1
s

1
s+3

 .
逳逮 求状态变量在频域的表达式X逨s逩 ：

由X逨s逩 逽 Φ逨s逩x逨逰−逩 逫 Φ逨s逩BF逨s逩 ，x逨逰−逩 逽

 進

−週

 ，B 逽

逰 週

週 逰

 ，代入计算可得
X1逨s逩

X2逨s逩

 逽

 1
s−2

3
(s−2)(s+1)

逰 1
s+1

 進

−週

逫

 1
s−2

3
(s−2)(s+1)

逰 1
s+1

逰 週

週 逰

 1
s

1
s+3



逽

 1
s−2 逫 1

s+1 逫 0.7
s−2 逫 1.5

s 逫 1
s+1 −

0.2
s+3

− 1
s+1 逫 1

s −
1
s+1

 逽

 1
s−2 逫 1

s+1 逫 0.7
s−2 逫 1.5

s 逫 1
s+1 −

0.2
s+3

1
s −

2
s+1


週逴逷



案例進 拉普拉斯变换在求解状态方程中的应用 复变函数与积分变换应用案例库

逴逮 求输出在频域的表达式Y逨s逩 ：

根据输出方程的拉普拉斯变换Y逨s逩 逽 CX逨s逩 逫 DF逨s逩 ，C 逽

週 週

逰 −週

 ，D 逽

週 逰

週 逰

 ，
代入X逨s逩和F逨s逩进行计算得到

Y1逨s逩

Y2逨s逩

 的表达式：
Y1逨s逩

Y2逨s逩

 逽

週 週

逰 −週

X1逨s逩

X2逨s逩

逫

週 逰

週 逰

 週/s

週/逨s逫 逳逩

 逽

 1.7
s−2 逫 2

s+1 逫 1.5
s −

0.2
s+3

1
s −

2
s+1

 .
逵逮 求状态变量和输出在时域的表达式：

对

X1逨s逩

X2逨s逩

和
Y1逨s逩

Y2逨s逩

进行拉普拉斯逆变换，得到
x1逨t逩

x2逨t逩

 逽

週.逷e2t 逫 進e−t − 逰.進e−3t − 週.逵

週− 進e−t

u逨t逩,
y1逨t逩

y2逨t逩

 逽

週.逷e2t − 逰.進e−3t 逫 逰.逵

進e−t

u逨t逩.
2.4.2 结结结果果果分分分析析析

通过上述步骤，成功求解出系统的状态变量和输出在时域的表达式。这些结果反映了系统
在给定初始状态和输入条件下的动态响应。例如，状态变量x1逨t逩和x2逨t逩的表达式展示了系统内

部状态随时间的变化情况，输出y1逨t逩和y2逨t逩的表达式则反映了系统对外的输出特性。通过分析

这些结果，可以判断系统的稳定性（如是否存在指数增长项）、响应速度（指数项的系数和指

数）等性能指标。同时，这些结果也可以通过与理论预期或实验数据进行对比来进一步验证其
准确性。

2.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

2.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

1. 控控控制制制系系系统统统设设设计计计：：：在控制系统设计中，可以根据系统的状态变量和输出结果来调整控制

器参数，以实现更好的控制性能。例如通过调整控制器的增益，使得系统的输出能够更快地跟
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踪期望的目标值，或者增强系统的稳定性。
2. 故故故障障障诊诊诊断断断：：：在实际运行的系统中，通过监测系统的状态变量和输出，可以判断系统是

否出现故障。如果状态变量或输出的变化偏离了正常范围，可能意味着系统中某个部件出现故
障，从而可以及时进行故障诊断和修复。

3. 信信信号号号处处处理理理：：：在信号处理领域，遌達遉系统的分析方法可以用于滤波、降噪等操作。例如设

计一个遌達遉滤波器，通过求解其状态变量和输出，可以优化滤波器的性能，提高信号的质量。

2.5.2 反反反思思思总总总结结结

1. 模模模型型型局局局限限限性性性：：：本案例中的模型假设系统是线性时不变的，但在实际应用中，很多系统

可能存在非线性或时变的特性，此时该模型可能无法准确描述系统的行为，需要采用更复杂的
非线性或时变系统分析方法。

2. 参参参数数数敏敏敏感感感性性性：：：系统的响应结果对模型中的参数（如矩阵A、B、C、D的元素以及初始

状态和输入的参数）较为敏感。在实际应用中，需要准确确定这些参数的值，并且考虑参数的

不确定性对系统响应的影响，可能需要进行参数估计和不确定性分析。

3. 计计计算算算效效效率率率：：：在处理大规模系统或复杂输入时，求解状态变量和输出的计算量可能较大。
可以通过优化算法（如采用更高效的矩阵运算方法）、利用数值计算软件的优化功能等方式来

提高计算效率，满足实时性要求较高的应用场景。
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案案案例例例3 拉拉拉普普普拉拉拉斯斯斯变变变换换换在在在求求求解解解微微微分分分方方方程程程中中中的的的应应应用用用

3.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

3.1.1 背背背景景景简简简介介介

拉普拉斯变换是一种在工程数学领域广泛应用的积分变换，它在求解线性时不变（遌達遉）

系统的微分方程方面具有重要作用。在众多工程专业中，如电气工程、自动化控制等，经常会

遇到描述系统动态行为的微分方程。例如在电路分析中，电容、电感等元件的电压电流关系往

往通过微分方程来描述；在控制系统中，被控对象的动态特性也可以用微分方程建模。利用拉
普拉斯变换可以将时域中的微分方程转换为复频域中的代数方程，从而简化求解过程。

3.1.2 应应应用用用目目目标标标

通过本案例，旨在让相关专业的学生掌握拉普拉斯变换及其性质（线性性、微分性等）在
求解微分方程中的具体应用。对于问题週，能够准确求出系统的零输入响应、零状态响应和完全

响应，从而深入理解系统在不同初始条件和输入下的动态行为；对于问题進，掌握求解系统频率

响应和冲激响应的方法，这对于分析电路系统的频率特性和瞬态响应至关重要，有助于在实际

工程设计中优化电路性能、选择合适的元件参数等。

3.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

3.2.1 问问问题题题描描描述述述

问问问题题题1描描描述述述：：： 已知描述某因果连续时间遌達遉系统的微分方程为

y′′ 逫 逳y′ 逫 進y逨t逩 逽 逴f ′逨t逩 逫 逳f逨t逩, 逨t ≥ 逰逩, y逨逰−逩 逽 −進, y′逨逰−逩 逽 逳, f逨t逩 逽 u逨t逩.

求解该系统的零输入响应yx逨t逩 、零状态响应yf 逨t逩和完全响应y逨t逩 。
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问问问题题题2描描描述述述：：： 对于一阶遒遃电路系统（如图逳逮進逰），激励电压源为f逨t逩 ，输出电压y逨t逩为电

容两端的电压vc逨t逩 ，电路初始状态为零。求解系统的频率响应H逨jω逩和冲激响应h逨t逩 。

图逳逮進逰逺 一阶遒遃电路图

3.2.2 需需需求求求分分分析析析

问问问题题题1需需需求求求分分分析析析：：： 从数学角度看，需要熟练掌握拉普拉斯变换的线性性

L遛a1f1逨t逩 逫 a2f2逨t逩遝 逽 a1L遛f1逨t逩遝 逫 a2L遛f2逨t逩遝

和微分性

L遛f (n)逨t逩遝 逽 snF 逨s逩− sn−1f逨逰−逩− sn−2f ′逨逰−逩− · · · − f (n−1)逨逰−逩,

以及拉普拉斯逆变换的求解方法。在实际应用中，准确求解这些响应对于分析系统的性能至关
重要。例如在控制系统中，零输入响应反映了系统初始状态对系统输出的影响，零状态响应反

映了系统对输入信号的响应特性，完全响应则是两者的综合，通过分析这些响应可以判断系统

的稳定性、响应速度等性能指标。

问问问题题题2需需需求求求分分分析析析：：： 在这个问题中，需要理解电路的基本原理，以及频率响应和冲激响应的

概念。频率响应描述了系统对不同频率正弦输入信号的响应特性，冲激响应则反映了系统在单

位冲激信号作用下的输出特性。求解这两个响应需要运用拉普拉斯变换以及电路元件的伏安特
性（如电容的i 逽 C dv

dt ，电阻的v 逽 Ri ）等知识。在实际电路设计中，频率响应和冲激响应对

于滤波器设计、信号传输与处理等方面具有重要指导意义，例如设计一个低通滤波器时，需要

根据频率响应来确定滤波器的截止频率等参数。
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3.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

3.3.1 问问问题题题1建建建模模模与与与方方方法法法

1.零零零输输输入入入响响响应应应建建建模模模：：：零输入响应是仅由初始状态引起的响应，此时令输入f逨t逩 逽 逰 ，则微

分方程变为

y′′x 逫 逳y′x 逫 進yx逨t逩 逽 逰.

对其进行拉普拉斯变换，利用拉普拉斯变换的微分性得到关于Yx逨s逩的代数方程，进而求
解Yx逨s逩 ，再通过拉普拉斯逆变换得到yx逨t逩 。

2. 零零零状状状态态态响响响应应应建建建模模模：：：零状态响应是仅由输入信号引起的响应，令初始状态y逨逰−逩 逽 逰

，y′逨逰−逩 逽 逰 。对原微分方程进行拉普拉斯变换，利用拉普拉斯变换的线性性和微分性，结合
输入f逨t逩 逽 u逨t逩的拉普拉斯变换F 逨s逩 逽 1

s ，得到关于Yf 逨s逩的代数方程，求解Yf 逨s逩后通过拉普
拉斯逆变换得到yf 逨t逩 。

3. 完完完全全全响响响应应应建建建模模模：：：完全响应y逨t逩等于零输入响应yx逨t逩和零状态响应yf 逨t逩之和，即

y逨t逩 逽 yx逨t逩 逫 yf 逨t逩.

3.3.2 问问问题题题2建建建模模模与与与方方方法法法

1. 根根根据据据电电电路路路原原原理理理建建建模模模：：：根据电容和电阻的伏安特性以及基尔霍夫定律，列出电路的微分

方程。对于一阶遒遃电路，有

f逨t逩 逽 Ric逨t逩 逫 vc逨t逩,

又因为ic逨t逩 逽 C dvc(t)
dt ，所以

f逨t逩 逽 RC
dvc逨t逩
dt

逫 vc逨t逩,

即f逨t逩 逽 RCy′逨t逩 逫 y逨t逩 。

2. 求求求解解解频频频率率率响响响应应应：：：对上述微分方程进行拉普拉斯变换，得到

F 逨s逩 逽 逨RCs逫 週逩Y 逨s逩,

则频率响应

H逨s逩 逽
Y 逨s逩
F 逨s逩

逽
週

RCs逫 週
,

将s 逽 jω代入H逨s逩得到

H逨jω逩 逽
週

RCjω 逫 週
.

週逵進



案例逳 拉普拉斯变换在求解微分方程中的应用 复变函数与积分变换应用案例库

3. 求求求解解解冲冲冲激激激响响响应应应：：：先求出系统的传递函数H逨s逩 ，然后对H逨s逩进行拉普拉斯逆变换，得到
冲激响应h逨t逩 。

3.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

3.4.1 问问问题题题求求求解解解

问问问题题题1求求求解解解：：：

1. 零零零输输输入入入响响响应应应求求求解解解：：： 对y′′x 逫 逳y′x 逫 進yx逨t逩 逽 逰进行拉普拉斯变换，根据微分性有

s2Yx逨s逩− syx逨逰−逩− y′x逨逰−逩 逫 逳逨sYx逨s逩− yx逨逰−逩逩 逫 進Yx逨s逩 逽 逰,

将yx逨逰−逩 逽 −進 ，y′x逨逰
−逩 逽 逳代入可得：

s2Yx逨s逩 逫 進s− 逳 逫 逳逨sYx逨s逩 逫 進逩 逫 進Yx逨s逩 逽 逰

整理得到

Yx逨s逩 逽
−進s− 逳

逨s逫 週逩逨s逫 進逩
.

利用部分分式分解并进行拉普拉斯逆变换，得到

yx逨t逩 逽 −e−t − e−2t, 逨t ≥ 逰逩.

2. 零零零状状状态态态响响响应应应求求求解解解：：： 对方程y′′ 逫 逳y′ 逫 進y逨t逩 逽 逴f ′逨t逩 逫 逳f逨t逩进行拉普拉斯变换，得

s2Yf 逨s逩− sy逨逰−逩− y′逨逰−逩 逫 逳逨sYf 逨s逩− y逨逰−逩逩 逫 進Yf 逨s逩 逽 逴× 週 逫 逳× 週
s

整理得到

逨s2 逫 逳s逫 進逩Yf 逨s逩 逽 逴 逫
逳
s

逫 sy逨逰−逩 逫 y′逨逰−逩 逫 逳y逨逰−逩

将y逨逰−逩 逽 逰 ，y′逨逰−逩 逽 逰代入并化简，得到

Yf 逨s逩 逽
逴s逫 逳

s逨s逫 週逩逨s逫 進逩
,

利用部分分式分解并进行拉普拉斯逆变换，得到

yf 逨t逩 逽
逳
進

逫 e−t − 逵
進
e−2t, 逨t ≥ 逰逩.

3. 完完完全全全响响响应应应求求求解解解：：： 由公式 y逨t逩 逽 yx逨t逩 逫 yf 逨t逩，得系统的完全响应为

y逨t逩 逽 −e−t − e−2t 逫
逳
進

逫 e−t − 逵
進
e−2t 逽

逳
進
− 逷

進
e−2t, 逨t ≥ 逰逩.
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问问问题题题2求求求解解解：：：

1. 频频频率率率响响响应应应求求求解解解：：： 由H逨s逩 逽 1
RCs+1 ，将s 逽 jω代入，得到

H逨jω逩 逽
週

RCjω 逫 週
,

它描述了系统对不同频率正弦输入信号的幅度和相位变化情况。

2. 冲冲冲激激激响响响应应应求求求解解解：：： 对H逨s逩 逽 1
RCs+1进行拉普拉斯逆变换，查拉普拉斯变换表得

h逨t逩 逽
週
RC

e−
t
RC u逨t逩,

它表示系统在单位冲激信号作用下的输出随时间的变化情况。

3.4.2 结结结果果果分分分析析析

问问问题题题1：：：

零输入响应：yx逨t逩 逽 −e−t − e−2t, 逨t ≥ 逰逩，反映了系统初始状态对输出的影响，随着时

间推移，响应逐渐衰减。

零状态响应：yf 逨t逩 逽 3
2 逫 e−t − 5

2e
−2t, 逨t ≥ 逰逩，体现了系统对单位阶跃输入u逨t逩的响应特

性，最终会趋近于一个稳态值進 。

完全响应：y逨t逩 逽 3
2 −

7
2e
−2t, 逨t ≥ 逰逩 是两者的综合，通过分析这些响应的表达式，可以

判断系统是稳定的，因为响应中没有随时间增长而发散的项。

问问问题题题2：：：

频率响应：H逨jω逩 逽 1
RCjω+1 ，其幅度随频率ω的增加而减小，具有低通滤波特性，可用于

设计低通滤波器等电路。

冲激响应：h逨t逩 逽 1
RC e

− t
RC u逨t逩 ，反映了系统在受到单位冲激信号时的瞬态响应情况，其

衰减速度由RC时间常数决定，RC越小，响应衰减越快。

3.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

3.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

1. 控控控制制制系系系统统统：：：在控制系统中，拉普拉斯变换求解微分方程的方法可用于分析和设计控
制器。例如在设计遐遉遄控制器时，通过对系统微分方程进行拉普拉斯变换，分析系统的传递函
数，从而确定合适的比例、积分和微分系数，以实现对被控对象的精确控制。
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2. 信信信号号号处处处理理理：：：在信号处理领域，可用于滤波、信号恢复等操作。如设计一个滤波器去除信

号中的噪声，通过分析滤波器的频率响应和冲激响应，优化滤波器的参数，提高滤波效果。

3. 机机机械械械系系系统统统：：：在机械工程中，许多机械系统的动态行为也可以用微分方程描述，如弹簧逭

质量逭 阻尼系统。利用拉普拉斯变换求解这些微分方程，可以分析系统的振动特性、稳定性
等，为机械系统的设计和优化提供理论支持。

3.5.2 反反反思思思总总总结结结

1. 模模模型型型局局局限限限性性性：：：拉普拉斯变换适用于线性时不变系统，对于非线性或时变系统，该方法
不再适用，可采用其他的分析方法，如非线性系统的相平面分析、时变系统的变参数法等。

2. 初初初始始始条条条件件件和和和参参参数数数影影影响响响：：：系统的响应结果对初始条件和模型参数非常敏感。在实际应用

中，准确确定初始条件和参数至关重要，并且需要考虑参数的不确定性对系统响应的影响，可

能需要进行参数估计和误差分析。

3. 计计计算算算复复复杂杂杂性性性：：：对于高阶微分方程或复杂系统，拉普拉斯变换后的代数方程求解可能会
变得复杂，需要运用更高效的数值计算方法或借助专业软件工具来简化计算过程，提高计算效
率和准确性。
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案案案例例例4 复复复积积积分分分的的的物物物理理理意意意义义义——环环环量量量和和和通通通量量量

4.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

4.1.1 背背背景景景简简简介介介

复积分是复变函数论的核心工具，其物理意义可通过遜场论中的环量与通量逢直观诠释。在

电磁学等领域，向量场的遜环量逢（速度场沿闭合路径的线积分）和遜通量逢（向量场通过曲线的

流量）是描述场特性的关键量，而复积分的实部、虚部可分别对应环量与通量，为场的分析提

供数学桥梁。

4.1.2 应应应用用用目目目标标标

以遜二维静电场（点电荷的场）逢为载体，揭示复积分
∮
C

dz
z−z0 与电场强度

~E 的环量、通量

的对应关系，帮助学习者理解复积分的物理本质，掌握遜复变函数工具与场论物理量逢的关联逻

辑。

4.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

4.2.1 问问问题题题描描描述述述

给定复平面上z0 点有电量为進πε 的点电荷，形成二维静电场，场强 ~E 逽 ~r
r2（~r 为位置向

量，r 为到z0 的距离）。请分析：

（週）复积分
∮
C

dz
z−z0 与电场强度

~E 的环量（
∮
C
~E · d~l）、通量（

∮
C
~E · d~n）的关系；

（進）闭合曲线C 包含或不包含z0 时，复积分、环量、通量的结果差异。

4.2.2 需需需求求求分分分析析析

需要将复积分分解为实部与虚部，结合场论中遜环量（线积分）逢和遜通量（面积分相
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关）逢的定义，建立复积分与物理量的对应，进而解释复积分结果（逰 或進πi）的物理意义。

4.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

4.3.1 问问问题题题建建建模模模

复复复函函函数数数与与与向向向量量量场场场的的的关关关联联联：

设复函数f逨z逩 逽 u逨x, y逩 逫 iv逨x, y逩，定义二维向量场 ~A 逽 f逨z逩 逽 u逨x, y逩− iv逨x, y逩；

闭合曲线C 上的微分dz 逽 dx逫 idy，其共轭dz 逽 dy − idx逬
~l 为切向单位向量，~n 为法向单位向量。

复复复积积积分分分的的的实实实虚虚虚部部部分分分解解解：复积分
∮
C f逨z逩dz 可展开为：∮

C
遛u逨x, y逩 逫 iv逨x, y逩遝逨dx逫 idy逩 逽

∮
C
遛udx− vdy遝 逫 i

∮
C
遛vdx逫 udy遝

其中，实部
∮
C逨udx − vdy逩 对应向量场 ~A 沿C 的环环环量量量（

∮
C
~A · d~l），虚部

∮
C逨vdx 逫 udy逩 对应 ~A

通过C 的通通通量量量（
∮
C
~A · d~n）。

电电电场场场与与与复复复积积积分分分的的的对对对应应应：点电荷的电场强度 ~E 分量为

Ex 逽
x− x0

r2
, Ey 逽

y − y0

r2
,

週
z − z0

逽
x− x0

r2
− iy − y0

r2
,

因此 1
z−z0 与

~E 直接对应（实部为Ex，虚部为−Ey）。

4.3.2 方方方法法法选选选择择择

采用复复复积积积分分分分分分解解解法法法与场场场论论论物物物理理理量量量定定定义义义，将复积分的遜代数运算逢转化为遜场的环量、通

量的物理分析逢，结合遜电场的无旋性（环量为逰）逢与遜点电荷的通量特性（包含源点时通量

为進π）逢，推导复积分结果。

4.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

4.4.1 模模模型型型求求求解解解

1.复复复积积积分分分与与与电电电场场场环环环量量量的的的关关关系系系：

电场强度 ~E 是无旋场（∇× ~E 逽 逰），因此沿任意闭合曲线C 的环量
∮
C
~E · d~l 逽 逰。

由于复积分
∮
C

dz
z−z0 的实部对应

~E 的环量，故实部为逰。

2.复复复积积积分分分与与与电电电场场场通通通量量量的的的关关关系系系：

週逵逷



案例逴 复积分的物理意义遼遼环量和通量 复变函数与积分变换应用案例库

若C 不包含z0（点电荷所在点），电场的遜无源性逢（∇ · ~E 逽 逰，除源点外）导致通

量
∮
C
~E · d~n 逽 逰；

若C 包含z0，根据高斯定理（二维情形），通量
∮
C
~E · d~n 逽 進π。

复积分
∮
C

dz
z−z0 的虚部对应

~E 的通量（符号调整后），因此：

∮
C

dz

z − z0
逽


逰, C 不包含z0

進πi, C 包含z0

4.4.2 结结结果果果分分分析析析

复复复积积积分分分的的的物物物理理理本本本质质质：复积分
∮
C

dz
z−z0 是遜二维静电场通量逢的复表示遼遼虚部反映了电场通

过闭合曲线的通量，实部反映环量（因电场无旋，实部为逰）。

源源源点点点的的的影影影响响响：点电荷作为遜场的源逢，当闭合曲线包含源点时，通量不为逰（体现遜源的存在

导致场的通量集中逢）；不包含时，通量为逰（体现遜无源性区域的通量守恒逢），复积分结果直

接刻画了这一源场关系。

4.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

4.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

跨跨跨领领领域域域场场场分分分析析析：复积分的环量、通量思想可推广到流流流体体体力力力学学学（速度场的环量与流量）、热热热

传传传导导导（温度梯度场的热流量）等领域，只要存在遜向量场与闭合路径的相互作用逢，复积分均可

作为分析工具。

理理理论论论深深深化化化：柯西积分公式、留数定理等复分析核心结论，其物理本质均可通过遜环量、通

量逢诠释（如留数对应遜源的强度逢），为复变函数的遜抽象定理逢提供直观的物理图像。

4.5.2 反反反思思思总总总结结结

数数数学学学与与与物物物理理理的的的融融融合合合：复积分不再是遜纯代数运算逢，而是遜场的环量、通量的数学编码逢，体

现了数学工具与物理现象的深度融合遼遼数学为物理提供精确描述的语言，物理为数学赋予直

观的现实意义。

模模模型型型的的的普普普适适适性性性与与与局局局限限限性性性：该模型成功将遜二维场逢与复积分关联，但对遜三维场逢需拓展为
复复复变变变函函函数数数与与与矢矢矢量量量分分分析析析的结合（如用亥姆霍兹分解）；不过，遜环量逭通量逭复积分分量逢的对应逻

辑，为高维场的数学建模提供了启发，反映了遜从特殊到一般逢的科学研究思路。
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案案案例例例1 拉拉拉格格格朗朗朗日日日插插插值值值应应应用用用案案案例例例I

1.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

1.1.1 背背背景景景简简简介介介

在许多实际问题中，我们常常需要根据有限的离散数据来推断连续的函数关系。拉格朗日
插值是数值分析中的一种重要方法，用于在已知若干离散点数据的情况下，构造一个多项式函

数来近似描述这些点所代表的函数关系。在地理、气象等领域，经常会遇到根据有限时间点的
观测数据来推断整个时间段内的变化情况，如本案例中根据特定日期的日出日落时间数据来分

析日照时间的变化规律。

1.1.2 应应应用用用目目目标标标

通过本案例，旨在利用拉格朗日插值法根据给定的某地区夏季特定日期的日出日落时间数
据，构建日照时间关于日期的函数模型，进而找出在给定时间段内日照时间最长的日期。这对
于农业生产（合理安排农事活动）、旅游规划（确定最佳旅游观赏时间）等实际应用具有一定

的指导意义，同时也帮助相关专业人员（如地理、气象专业）更好地理解和应用拉格朗日插值
这一数学工具。

1.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

1.2.1 问问问题题题描描描述述述

根据资料记载，某地区某年夏季时节间隔逳逰天的日出日落时间数据如下：
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时间 逵月週日 逵月逳週日 逶月逳逰日

日出 逵逺逵週 逵逺週逷 逵逺週逰

日落 週逹逺逰逴 週逹逺逳逸 週逹逺逵逰

由已知数据推算在逵月週日到逶月逳逰日这段时间内，哪一天的日照时间最长？

1.2.2 需需需求求求分分分析析析

从数学角度看，需要掌握拉格朗日插值法的原理和计算方法。拉格朗日插值法要求根据给
定的离散点数据，构造出满足在这些点上取值与已知数据相同的插值多项式。在实际应用中，

准确构建插值多项式并通过其求解最大值至关重要。如果插值多项式构建错误，将导致后续计

算出的最长日照时间对应的日期不准确，从而影响相关决策的制定，如农业生产中根据日照时

间安排作物种植计划等。

1.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

1.3.1 问问问题题题建建建模模模

1. 数数数据据据处处处理理理：：：将日期和日照时间进行数值化处理，把逵月週日、逵月逳週日、逶月逳逰日分别记

为时间x 逽 週、x 逽 逳週、x 逽 逶週 ，日照时间通过（日落时间逭 日出时间）×逶逰计算得到，分别

为y0 逽 逷逹逳、y1 逽 逸逶週、y2 逽 逸逸逰 ，列表如下：

时间逨x逩 週 逳週 逶週

日照时间逨y逩 逷逹逳 逸逶週 逸逸逰

2. 构构构建建建插插插值值值多多多项项项式式式模模模型型型：：：设插值多项式为

P2逨x逩 逽 l0逨x逩y0 逫 l1逨x逩y1 逫 l2逨x逩y2,

其中li逨x逩 为拉格朗日基函数，满足：P2逨xi逩 逽 yi （i 逽 逰, 週, 進 ）。

1.3.2 方方方法法法选选选择择择

选择拉格朗日插值法来构建日照时间关于日期的函数模型。拉格朗日插值法通过构造特定
的基函数，能够方便地根据已知离散点数据构建出插值多项式，该多项式在已知点上与实际数

据吻合，从而可以用于推断未知点的函数值。对于本问题，利用拉格朗日插值法构建的二次插
值多项式可以较好地近似日照时间随日期的变化关系，进而求解最大值。
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1.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

1.4.1 模模模型型型求求求解解解

1. 计计计算算算拉拉拉格格格朗朗朗日日日基基基函函函数数数：：：

l0逨x逩 逽
逨x− 逳週逩逨x− 逶週逩
逨週− 逳週逩逨週− 逶週逩

逽
週

週逸逰逰
x2 − 進逳

逴逵逰
x逫

週逸逹週
週逸逰逰

l1逨x逩 逽
逨x− 週逩逨x− 逶週逩

逨逳週− 週逩逨逳週− 逶週逩
逽 − 週

逹逰逰
x2 逫

逳週
逴逵逰

x− 逶週
逹逰逰

l2逨x逩 逽
逨x− 週逩逨x− 逳週逩

逨逶週− 週逩逨逶週− 逳週逩
逽

週
週逸逰逰

x2 − 逴
進進逵

x逫
逳週

週逸逰逰

2. 构构构建建建二二二次次次插插插值值值函函函数数数：：： 将y0 逽 逷逹逳、y1 逽 逸逶週、y2 逽 逸逸逰 代入

P2逨x逩 逽 l0逨x逩y0 逫 l1逨x逩y1 逫 l2逨x逩y2,

得到

P2逨x逩 逽 −逰.逰進逷進x2 逫 逳.週逳逷逸x逫 逷逸逹.逸逸逹逴.

3. 求求求最最最大大大值值值：：： 对P2逨x逩 求导，令P ′2逨x逩 逽 逰 ，得

−逰.逰逵逴逴x逫 逳.週逳逷逸 逽 逰,

解出x 逽 逵逷.逶逳進逷 （分钟）。根据实际问题，确定此值对应的日期为逶月進逸日，即为最长日照时

间对应的日期。

1.4.2 结结结果果果分分分析析析

通过拉格朗日插值法成功构建了日照时间关于日期的二次函数模型，并求出了在给定时间
段内日照时间最长的日期为逶月進逸日。该结果具有一定的实际意义，例如在农业生产中，农民可

以根据这个结果合理安排作物的种植和管理时间，充分利用较长的日照时间促进作物生长；在

旅游领域，相关部门可以根据此结果向游客推荐日照较好的日期进行户外活动等。同时，该结
果也验证了拉格朗日插值法在解决此类根据离散数据推断连续函数特性问题上的有效性。但需
要注意的是，拉格朗日插值法构建的模型是基于有限的离散数据，其准确性受到数据点数量和
分布的影响，如果数据点过少或分布不合理，可能会导致模型与实际情况存在偏差。
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1.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

1.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

1. 气气气象象象预预预测测测：：：除日照时间，在气象领域还可利用拉格朗日插值法根据有限时间点的气
温、降水量等数据，构建函数模型来预测某段时间内的天气变化趋势，为气象预报提供参考。

2. 经经经济济济数数数据据据分分分析析析：：：在经济学中，对于一些离散的经济数据（如特定时间点的股票价格、

商品销售额等），可以通过拉格朗日插值法构建模型，分析数据的变化规律，辅助投资决策和
市场趋势判断。

3. 生生生物物物科科科学学学：：：在生物实验中，根据不同时间点测量的生物生长指标（如植物的高度、动物

的体重等），利用拉格朗日插值法构建生长模型，研究生物的生长规律，为生物研究和农业生
产提供理论支持。

1.5.2 反反反思思思总总总结结结

1. 方方方法法法局局局限限限性性性：：：拉格朗日插值法虽然能够根据离散数据构建插值多项式，但存在龙格现
象，即在插值区间的端点附近可能会出现较大的误差。对于高阶插值，这种现象更为明显。因

此，在实际应用中，需要根据数据特点和问题要求合理选择插值多项式的次数，或者结合其他
插值方法（如牛顿插值法）来提高插值的准确性。

2. 数数数据据据依依依赖赖赖性性性：：：插值结果的准确性高度依赖于已知数据点的数量和分布。如果数据点过

少，可能无法准确反映函数的真实变化趋势；如果数据点分布不均匀，也可能导致插值误差增

大。在实际应用中，应尽量获取更多、分布更合理的数据点，以提高模型的可靠性。

3. 模模模型型型验验验证证证：：：使用拉格朗日插值法构建的模型需要进行验证和评估。可以通过与实际观测
数据对比、进行误差分析等方式，检验模型的准确性和适用性。同时，还可以结合其他数学方

法或实际经验对模型进行优化和改进，以更好地满足实际应用的需求。
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案案案例例例2 拉拉拉格格格朗朗朗日日日插插插值值值应应应用用用案案案例例例II

2.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

2.1.1 背背背景景景简简简介介介

在经济学和市场分析领域，常常需要研究不同变量之间的关系，例如商品的产量和价格之

间的关联。拉格朗日插值是数值分析中的重要工具，可用于根据有限的离散数据点构建函数关
系，从而对未知点的函数值进行估计。在实际的市场研究中，获取的数据往往是离散的时间点

上的观测值，通过拉格朗日插值可以在一定程度上推断出其他产量下对应的价格情况，为市场
预测和政策制定提供参考。

2.1.2 应应应用用用目目目标标标

本案例旨在运用拉格朗日插值法，根据某城市週逹逹逳年、週逹逹逵年、週逹逹逷年猪肉产量和价格的

离散数据，构建产量与价格之间的函数关系模型，进而推测週逹逹逹年当猪肉产量达到進逷逮逵万吨时

的猪肉价格。这有助于政府和相关企业了解市场价格动态，为制定合理的政策和生产销售策略

提供依据，例如政府可以根据预测价格调整对养猪产业的补贴政策，企业可以合理安排生产规

模。

2.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

2.2.1 问问问题题题描描描述述述

猪肉产量和价格的关系是很直接的，据统计某城市週逹逹逳年、週逹逹逵年、週逹逹逷年的猪肉产量和

价格如下表所示：
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时间 週逹逹逳年 週逹逹逵年 週逹逹逷年

产量x（万吨） 進逸 進逷逮進逸 進逷逮逰進週

价格y（元逯千克） 逶逮逸 逷逮逰逹 逷逮週逹

市政府调整政策后，週逹逹逹年猪肉产量有希望达到進逷逮逵万吨，试推测週逹逹逹年猪肉价格为多少？

2.2.2 需需需求求求分分分析析析

从数学角度看，需要深入理解拉格朗日插值法的原理和计算过程。拉格朗日插值法要求根
据给定的离散数据点构造插值多项式，使得该多项式在已知数据点上与实际数据相符。在实际

应用中，准确构建插值多项式并利用其进行预测至关重要。若插值多项式构建错误，将导致对

猪肉价格的预测不准确，进而影响政府政策制定和企业决策，如政府可能会因错误的价格预测

而制定不合理的补贴标准，企业可能会因误判价格而造成生产和销售的损失。

2.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

2.3.1 问问问题题题建建建模模模

1. 数数数据据据整整整理理理：：：将週逹逹逳年、週逹逹逵年、週逹逹逷年的猪肉产量分别记为x0 逽 進逸 、x1 逽 進逷.進逸

、x2 逽 進逷.逰進週 ，对应的价格分别记为y0 逽 逶.逸 、y1 逽 逷.逰逹 、y2 逽 逷.週逹 。

2. 构构构建建建插插插值值值多多多项项项式式式模模模型型型：：：设插值多项式为

P2逨x逩 逽 l0逨x逩y0 逫 l1逨x逩y1 逫 l2逨x逩y2,

其中li逨x逩 为拉格朗日基函数，满足P2逨xi逩 逽 yi （i 逽 逰, 週, 進 ）。

2.3.2 方方方法法法选选选择择择

选择拉格朗日插值法来构建猪肉产量与价格之间的函数关系模型。拉格朗日插值法能够根
据有限的离散数据点，通过构造特定的基函数，方便地构建出插值多项式。该多项式在已知数

据点上与实际数据吻合，从而可以用于推断其他产量对应的价格。对于本案例，利用拉格朗日
插值法构建的二次插值多项式可以近似描述猪肉产量和价格之间的关系，进而实现对特定产量

下价格的预测。
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2.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

2.4.1 模模模型型型求求求解解解

1. 计计计算算算拉拉拉格格格朗朗朗日日日基基基函函函数数数：：：

l0逨x逩 逽
逨x− 進逷.進逸逩逨x− 進逷.逰進週逩

逨進逸− 進逷.進逸逩逨進逸− 進逷.逰進週逩
逽 週.逴週逸逷x2 − 逷逷.逰逳逵逸x逫 週逰逴逵.逷逵逶逶

l1逨x逩 逽
逨x− 進逸逩逨x− 進逷.逰進週逩

逨進逷.進逸− 進逸逩逨進逷.進逸− 進逷.逰進週逩
逽 −逵.逳逶進逵x2 逫 進逹逵.逰逵逰逴x− 逴逰逵逷.進逰逷進

l2逨x逩 逽
逨x− 進逸逩逨x− 進逷.進逸逩

逨進逷.逰進週− 進逸逩逨進逷.逰進週− 進逷.進逸逩
逽 逳.逹逴逳逸x2 − 進週逸.逰週逴逶x逫 逳逰週進.逴逵逰逷

2. 构构构建建建二二二次次次插插插值值值函函函数数数：：： 将y0 逽 逶.逸 、y1 逽 逷.逰逹 、y2 逽 逷.週逹 代入

P2逨x逩 逽 l0逨x逩y0 逫 l1逨x逩y1 逫 l2逨x逩y2,

得到

P2逨x逩 逽 −逰.逰週逷逰逴逳x2 逫 逰.逵逳逸逹進進x逫 逵.逰逶逶逳逶逵.

3. 预预预测测测价价价格格格：：： 将x 逽 進逷.逵 代入P2逨x逩 ，解得y 逽 逷.逰逰 （元逯千克），即推测週逹逹逹年猪肉价

格为逷逮逰逰元每千克。

2.4.2 结结结果果果分分分析析析

本案例通过拉格朗日插值法成功构建了猪肉产量与价格之间的二次函数模型，并据此推测
出週逹逹逹年猪肉产量为進逷逮逵万吨时的价格为逷逮逰逰元逯千克。该结果为政府和企业提供了一定的参考

依据，例如政府在制定相关产业政策时可以考虑该价格水平对市场的影响，企业可以根据预测

价格调整生产和销售计划。然而，需要注意的是，拉格朗日插值法构建的模型存在一定局限
性，其准确性依赖于已知数据点的数量和分布情况。本案例中仅使用了三个数据点，可能无法

完全准确地反映产量和价格之间复杂的实际关系，在实际应用中需要结合更多因素进行综合判

断。

2.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

2.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

1. 其其其他他他农农农产产产品品品市市市场场场分分分析析析：：：拉格朗日插值法可用于分析其他农产品（如粮食、蔬菜等）的
产量和价格关系，帮助农民和农业企业制定生产和销售策略，政府制定合理的农业补贴和调控
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政策。

2. 工工工业业业产产产品品品市市市场场场：：：在工业领域，对于一些产品的产量和价格、成本和产量等关系的研
究，也可以运用拉格朗日插值法进行分析预测，辅助企业进行生产决策和成本控制，例如汽车
制造企业根据产量预测成本和价格走势。

3. 金金金融融融市市市场场场：：：在金融市场中，可利用拉格朗日插值法对股票价格、汇率等随时间变化的数
据进行分析和预测，帮助投资者制定投资策略，金融机构进行风险管理。

2.5.2 反反反思思思总总总结结结

1. 方方方法法法局局局限限限性性性：：：拉格朗日插值法存在龙格现象，即当插值节点增多时，在插值区间端点
附近可能会出现较大误差，导致插值函数与实际函数偏差较大。在实际应用中，需要合理选择
插值节点的数量和分布，或者结合其他插值方法（如牛顿插值法）来提高插值的准确性。

2. 数数数据据据依依依赖赖赖性性性：：：插值结果的准确性高度依赖于已知数据的质量和数量。若数据存在误差

或者数据点过少，可能会导致构建的插值模型与实际情况偏差较大。在实际应用中，应尽量获
取更多准确的数据，并对数据进行预处理和验证，以提高模型的可靠性。

3. 模模模型型型验验验证证证与与与优优优化化化：：：使用拉格朗日插值法构建的模型需要进行验证和优化。可以通过与
实际市场数据对比、进行误差分析等方式检验模型的准确性，同时结合其他数学模型和市场理

论对模型进行改进，以更好地适应复杂的市场环境。
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案案案例例例3 最最最小小小二二二乘乘乘法法法的的的应应应用用用案案案例例例

3.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

3.1.1 背背背景景景简简简介介介

在农业生产中，了解肥料施用量与农作物产量之间的关系至关重要。合理的施肥策略能够

提高农作物产量，同时避免资源浪费和环境污染。最小二乘法是一种常用的数学方法，用于寻

找数据的最佳拟合曲线或函数关系，在农业试验数据分析中具有广泛应用。通过最小二乘法可
以建立肥料施用量与土豆产量之间的数学模型，为农业生产提供科学的施肥指导。

3.1.2 应应应用用用目目目标标标

本案例旨在利用最小二乘法，根据给定的氮肥、磷肥施用量与土豆产量的数据，分别建立

土豆产量与氮肥施用量、土豆产量与磷肥施用量之间的关系式。通过建立这些关系式，能够帮

助农民和农业生产者了解不同肥料施用量对土豆产量的影响，从而制定更合理的施肥计划，提

高土豆产量和农业生产效益。

3.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

3.2.1 问问问题题题描描描述述述

在农业生产试验研究中，对某地区土豆的产量与化肥的关系做了实验，测得氮肥、磷肥的

施肥量与土豆产量的对应关系如下（单位：週逰逰g/m2）逺

氮肥施量 逰 逳逴 逶逷 週逰週 週逳逵 進逰進 進逵逹 逳逳逶 逴逰逴 逴逷週

土豆产量 週逵逮週逸 進週逮逳逶 進逵逮逷進 逳進逮進逹 逳逴逮逰逳 逳逹逮逴逵 逴逳逮週逵 逴逳逮逴逶 逴逰逮逸逳 逳逰逮逷逵

磷肥施量 逰 進逴 逴逹 逷逳 逹逸 週逴逷 週逹逶 進逴逵 進逹逴 逳逴進

土豆产量 逳逳逮逴逶 逳進逮逴逷 逳逶逮逰逶 逳逷逮逹逶 逴週逮逰逴 逴逰逮逰逹 逴週逮進逶 逴進逮週逷 逴逰逮逳逶 逴進逮逷逳

週逶逸



数值计算方法应用案例库 数值计算方法应用案例库

根据上表数据分别给出土豆产量与氮、磷肥的关系式逮

3.2.2 需需需求求求分分分析析析

从数学角度看，需要掌握最小二乘法的原理和计算方法。最小二乘法的目标是找到一组参
数，使得拟合函数与实际数据之间的误差平方和最小。在实际应用中，准确建立模型对于农业
生产决策至关重要。如果模型不准确，可能会导致农民施肥不当，既浪费肥料资源，又可能无

法达到预期的产量目标。因此，需要仔细分析数据特点，选择合适的函数形式（如线性函数、
二次函数等）进行拟合。

3.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

3.3.1 问问问题题题建建建模模模

1. 氮氮氮肥肥肥施施施用用用量量量与与与土土土豆豆豆产产产量量量关关关系系系建建建模模模：：： 观察氮肥施用量与土豆产量的数据点分布，初步判

断二者关系接近二次函数（如图逳逮進週）。

图逳逮進週逺 氮肥施用量与土豆产量数据散点图

故设拟合多项式为ϕ逨x逩 逽 b0 逫 b1x 逫 b2x
2 ，其中x为氮肥施用量，ϕ逨x逩为对应的土豆产量预测

值。 2. 磷磷磷肥肥肥施施施用用用量量量与与与土土土豆豆豆产产产量量量关关关系系系建建建模模模：：： 观察磷肥施用量与土豆产量的数据点分布，发现

从逰到逹逸、从逹逸到逳逴進之间分别呈明显的线性关系（如图逳逮進進）。

週逶逹
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图逳逮進進逺 氮肥施用量与土豆产量数据散点图

因此，将数据分为两段进行线性拟合。
前五个点（磷肥施用量逰到逹逸 ）：设线性拟合函数为ϕ1逨x逩 逽 a0 逫 a1x ，其中x为磷肥施用

量，ϕ1逨x逩为对应的土豆产量预测值。

后六个点（磷肥施用量逹逸到逳逴進 ）：设线性拟合函数为ϕ2逨x逩 逽 c0 逫 c1x ，其中x为磷肥施

用量，ϕ2逨x逩为对应的土豆产量预测值。

3.3.2 方方方法法法选选选择择择

选择最小二乘法进行建模。对于氮肥施用量与土豆产量的关系，使用二次多项式拟合；对
于磷肥施用量与土豆产量的关系，根据数据特点采用分段线性拟合。最小二乘法能够通过最小
化误差平方和，找到最适合数据的函数参数，从而建立准确的数学模型。

3.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

3.4.1 氮氮氮肥肥肥施施施用用用量量量与与与土土土豆豆豆产产产量量量模模模型型型求求求解解解

週逮 将氮肥施用量xi和土豆产量yi的数据代入ϕ逨x逩 逽 b0 逫 b1x逫 b2x
2 ，得到超定方程组：

b0 逫 b1 × 逰 逫 b2 × 逰2 逽 週逵.週逸

b0 逫 b1 × 逳逴 逫 b2 × 逳逴2 逽 進週.逳逶

b0 逫 b1 × 逶逷 逫 b2 × 逶逷2 逽 進逵.逷進

· · ·

b0 逫 b1 × 逴逷週 逫 b2 × 逴逷週2 逽 逳逰.逷逵

週逷逰
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進逮 其正规方程为：
n

∑n
i=1 xi

∑n
i=1 x

2
i∑n

i=1 xi
∑n

i=1 x
2
i

∑n
i=1 x

3
i∑n

i=1 x
2
i

∑n
i=1 x

3
i

∑n
i=1 x

4
i



b0

b1

b2

 逽


∑n

i=1 yi∑n
i=1 xiyi∑n
i=1 x

2
i yi


其中n 逽 週逰（数据点个数）。计算可得：

週逰 進週逹逹 逷逰逵逷逰逳

進週逹逹 逷逰逵逷逰逳 進逳逹逶逸逰逴週

逷逰逵逷逰逳 進逳逹逶逸逰逴週 逸逵週逷逹逹逷逷逷



b0

b1

b2

 逽


逳逳逶.逸逵

逹逵逳逳.逵逸

進逴逳逹進逵逹.逸逳


逳逮 求解正规方程，可得到b0、b1、b2的值，进而得到拟合函数ϕ逨x逩 。经计算（此处计算过

程可使用矩阵求逆等方法，例如在遍遁達遌遁遂中可使用遠適遮遶逨逩遠函数求逆）：
b0

b1

b2

 逽


週逰 進週逹逹 逷逰逵逷逰逳

進週逹逹 逷逰逵逷逰逳 進逳逹逶逸逰逴週

逷逰逵逷逰逳 進逳逹逶逸逰逴週 逸逵週逷逹逹逷逷逷


−1 

逳逳逶.逸逵

逹逵逳逳.逵逸

進逴逳逹進逵逹.逸逳

 逽


週逴.逷逴週逶

逰.週逹逷逳

−逰.逰逰逰逳


所以，氮肥施用量与土豆产量的数据的二次拟合函数为

ϕ逨x逩 逽 週逴.逷逴週逶 逫 逰.週逹逷逳x− 逰.逰逰逰逳x2.

3.4.2 磷磷磷肥肥肥施施施用用用量量量与与与土土土豆豆豆产产产量量量模模模型型型求求求解解解

1. 前前前五五五个个个点点点的的的线线线性性性拟拟拟合合合：：： 将前五个磷肥施用量x1i和土豆产量y1i的数据代入ϕ1逨x逩 逽

a0 逫 a1x ，得到超定方程组： 

a0 逫 a1 × 逰 逽 逳逳.逴逶

a0 逫 a1 × 進逴 逽 逳進.逴逷

a0 逫 a1 × 逴逹 逽 逳逶.逰逶

a0 逫 a1 × 逷逳 逽 逳逷.逹逶

a0 逫 a1 × 逹逸 逽 逴週.逰逴

其正规方程为：  逵
∑5

i=1 x1i∑5
i=1 x1i

∑5
i=1 x

2
1i

a0

a1

 逽

 ∑5
i=1 y1i∑5

i=1 x1iy1i



週逷週
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计算可得：  逵 進逴逴

進逴逴 週逷逹週逰

a0

a1

 逽

週逸週.逹逹

逹逳逳逸.進


求解正规方程（同样可使用矩阵求逆等方法）：a0

a1

 逽

 逵 進逴逴

進逴逴 週逷逹週逰

−1 週逸週.逹逹

逹逳逳逸.進

 逽

逳進.逰逷逷週

逰.逰逸逴逴


所以，前五个点的数据的拟合函数为

ϕ1逨x逩 逽 逳進.逰逷逷週 逫 逰.逰逸逴逴x.

2. 后后后六六六个个个点点点的的的线线线性性性拟拟拟合合合：：： 将后六个磷肥施用量x2i和土豆产量y2i的数据代入ϕ2逨x逩 逽

c0 逫 c1x ，得到超定方程组： 

c0 逫 c1 × 逹逸 逽 逴週.逰逴

c0 逫 c1 × 週逴逷 逽 逴逰.逰逹

c0 逫 c1 × 週逹逶 逽 逴週.進逶

c0 逫 c1 × 進逴逵 逽 逴進.週逷

c0 逫 c1 × 進逹逴 逽 逴逰.逳逶

c0 逫 c1 × 逳逴進 逽 逴進.逷逳

其正规方程为：  逶
∑6

i=1 x2i∑6
i=1 x2i

∑6
i=1 x

2
2i

c0

c1

 逽

 ∑6
i=1 y2i∑6

i=1 x2iy2i


计算可得：  逶 週逳進進

週逳進進 逳逳逳逰逵逴

c0

c1

 逽

 進逴逷.逶逵

逵逴逸週逳.進逶


求解正规方程： c0

c1

 逽

 逶 週逳進進

週逳進進 逳逳逳逰逵逴

−1  進逴逷.逶逵

逵逴逸週逳.進逶

 逽

逳逹.逹逶逸逵

逰.逰逰逵逹


所以，后六个点的数据的拟合函数为

ϕ2逨x逩 逽 逳逹.逹逶逸逵 逫 逰.逰逰逵逹x.
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3.4.3 结结结果果果分分分析析析

1. 氮氮氮肥肥肥施施施用用用量量量与与与土土土豆豆豆产产产量量量关关关系系系：：：得到的二次拟合函数

ϕ逨x逩 逽 週逴.逷逴週逶 逫 逰.週逹逷逳x− 逰.逰逰逰逳x2

表明，土豆产量与氮肥施用量之间存在二次函数关系。在一定范围内，随着氮肥施用量的增

加，土豆产量先增加，达到某个施用量后，产量会随着氮肥施用量的进一步增加而减少。这提

示农民在施用氮肥时要注意适量，避免过量施肥导致产量下降。

2. 磷磷磷肥肥肥施施施用用用量量量与与与土土土豆豆豆产产产量量量关关关系系系：：：

前五个点的拟合函数ϕ1逨x逩 逽 逳進.逰逷逷週 逫 逰.逰逸逴逴x 说明，在磷肥施用量较低（逰到逹逸 ）的范

围内，土豆产量随着磷肥施用量的增加而线性增加。

后六个点的拟合函数ϕ2逨x逩 逽 逳逹.逹逶逸逵 逫 逰.逰逰逵逹x 表明，在磷肥施用量较高（逹逸到逳逴進 ）的

范围内，土豆产量仍然随着磷肥施用量的增加而增加，但增加的速率明显变缓。这为农民在不

同阶段合理施用磷肥提供了依据。

3.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

3.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

1. 其其其他他他农农农作作作物物物研研研究究究：：：最小二乘法不仅可以用于研究土豆产量与肥料施用量的关系，还可

以应用于其他农作物，如小麦、玉米、蔬菜等。通过建立相应的数学模型，为不同农作物的科

学施肥提供指导，提高农作物的产量和质量。

2. 多多多因因因素素素综综综合合合分分分析析析：：：在实际农业生产中，农作物产量往往受到多种因素的影响，如土壤

质地、气候条件、灌溉情况等。可以进一步扩展研究，将这些因素纳入模型中，通过多元回归
分析等方法，建立更全面、准确的产量预测模型，为农业生产提供更有效的决策支持。

3. 肥肥肥料料料配配配方方方优优优化化化：：：根据建立的模型，可以进一步研究不同肥料之间的相互作用，优化肥

料配方。例如，通过调整氮肥和磷肥的比例，寻找最佳的施肥组合，以提高土豆产量并降低生
产成本。

3.5.2 反反反思思思总总总结结结

1. 模模模型型型局局局限限限性性性：：：本案例中建立的模型是基于给定的数据点进行拟合的，可能无法完全准
确地反映实际生产中的复杂情况。例如，实际土壤条件可能存在空间变异性，不同地块的土壤

週逷逳
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肥力和作物生长情况可能不同，而模型没有考虑这些因素。此外，模型假设肥料施用量与产量

之间的关系是确定性的，但实际生产中存在许多随机因素，如病虫害、天气异常等，可能会影

响模型的准确性。

2. 数数数据据据要要要求求求：：：模型的准确性依赖于数据的质量和数量。在实际应用中，应尽量收集更

多、更准确的数据，包括不同地区、不同年份、不同土壤类型等条件下的数据，以提高模型的
可靠性和通用性。同时，要注意数据的采集方法和精度，避免因数据误差导致模型偏差。

3. 模模模型型型验验验证证证与与与更更更新新新：：：建立的模型需要进行验证和更新。可以通过实际田间试验对模型进

行验证，比较模型预测值与实际产量之间的差异。如果发现模型存在较大误差，需要进一步分

析原因，调整模型或补充数据，以不断提高模型的准确性和实用性。

週逷逴
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案案案例例例1 磁磁磁矩矩矩在在在磁磁磁传传传感感感器器器中中中的的的应应应用用用案案案例例例

1.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

1.1.1 背背背景景景简简简介介介

在车辆工程以及传感器技术领域，磁传感器发挥着重要作用。磁矩在磁场中会受到力的作
用，这一物理现象是磁传感器工作的基础。多晶铁磁材料具有各向异性磁电阻（遁遍遒）特性，

即其电阻率会随着磁矩与电流密度方向夹角的变化而改变。这种特性使得磁传感器能够检测微

弱磁场或运行中的车辆产生的磁场变化，从而实现对磁场方向的确定以及车辆的检测等功能。

1.1.2 应应应用用用目目目标标标

本案例旨在通过讲解磁矩在磁传感器中的应用，让车辆工程专业学生理解磁矩方向与材料

电阻之间的关系，掌握如何将磁信号转换为电信号，进而能够确定磁场方向，实现对车辆的检

测。通过该案例，培养学生运用物理知识解决实际工程问题的能力，为其后续学习《汽车电器

与电子系统》等专业课程以及从事相关工程实践奠定基础。

1.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

1.2.1 问问问题题题描描描述述述

通常，根据经验公式，多晶铁磁材料在电流密度J方向上的电阻率ρ满足

ρ 逽 ρ⊥ 逫 逨ρ‖ − ρ⊥逩 遣遯遳2 ϕM ,

其中ρ‖逨ρ⊥逩是磁矩m与J平行（垂直）时的电阻率，ϕM是m与J方向的夹角。这一现象称为各向

异性磁电阻（遁遍遒）。由上式可以确定多晶铁磁体中遁遍遒满足二重对称的角度依赖关系，如

图週逮進逳所示。人们习惯于将逨ρ‖ − ρ⊥逩/ρ⊥定义为遁遍遒的比率。对于正常铁磁体来说，这一比率

週逷逶
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基本在百分之零点几到百分之几之间。但这已经足够做成传感器去确定微弱磁场或运行中的车
辆。这是因为微弱磁场或者运行中的车辆都会在传感器中产生一定的磁感应强度B，该磁感应

强度B会扰动磁矩m的方向，进而改变其电阻率ρ的大小。

图週逮進逳逺 Ni81Fe19多晶薄膜的遁遍遒

例例例题题题：：：已知某一路段设置了两个以遁遍遒为主的磁传感器，间距为週逰逰 遭。一辆汽车在通过该路

段时，週逰 遳内两个传感器先后发生了电信号的剧烈变化，问这辆汽车的时速是多少？

1.2.2 需需需求求求分分分析析析

从知识层面看，学生需要理解磁矩、磁场、电阻率等物理概念，以及它们之间的相互关

系。在应用方面，学生要能够将所学的物理原理应用到实际问题中，如通过分析电阻率的变化
来检测车辆。对于求解汽车时速的问题，需要准确理解传感器间距和信号变化时间与汽车速度

的关系。如果对这些概念和关系理解不透彻，将无法准确解释磁传感器的工作原理，也无法正

确计算汽车的速度，进而影响对相关专业知识的掌握和工程实践能力的培养。

1.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

1.3.1 问问问题题题建建建模模模

週逮 磁传感器工作原理建模：根据多晶铁磁材料的遁遍遒特性，建立电阻率ρ与磁矩m和电流

密度J夹角ϕM的数学模型

ρ 逽 ρ‖ 逫 逨ρ⊥ − ρ‖逩 遣遯遳2 ϕM .

当微弱磁场或运行中的车辆产生的磁感应强度B扰动磁矩m的方向时，ϕM发生变化，导致电阻
率ρ改变，从而引起电信号变化，以此实现对磁场或车辆的检测。

週逷逷
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進逮 汽车速度建模：将汽车通过两个传感器的过程视为匀速直线运动模型，已知两个传感

器间距s 逽 週逰逰m（路程），以及两个传感器先后发生电信号剧烈变化的时间间隔t 逽 週逰s（时

间），根据速度的定义建立v 逽 s/t的模型来求解汽车速度。

1.3.2 方方方法法法选选选择择择

对于磁传感器工作原理的分析，采用基于物理原理的数学建模方法，通过建立电阻率与角

度的函数关系来解释磁信号到电信号的转换。对于汽车速度的求解，选择匀速直线运动的速度
计算公式，这是物理学中处理此类问题的基本方法，简单直接且符合该问题的实际情况。

1.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

1.4.1 模模模型型型求求求解解解

1. 磁磁磁传传传感感感器器器工工工作作作原原原理理理解解解释释释：：：当微弱磁场或车辆产生的磁场作用于磁传感器中的
多晶铁磁材料时，磁场会使磁矩m的方向发生改变，导致ϕM变化。根据ρ 逽 ρ‖ 逫 逨ρ⊥ −

ρ‖逩 遣遯遳2 ϕM，ϕM的变化会引起电阻率ρ的变化，而电阻R与电阻率ρ相关（R 逽 ρl/S，l为材料

长度，S为横截面积），电阻的变化会导致电信号（如电压、电流等）发生变化，从而实现对
磁场或车辆的检测。

2. 汽汽汽车车车速速速度度度计计计算算算：：：已知s 逽 週逰逰m，t 逽 週逰s，则v 逽 s/t 逽 週逰逰/週逰 逽 週逰m/s 逽 逳逶km/h。

1.4.2 结结结果果果分分分析析析

1. 磁磁磁传传传感感感器器器工工工作作作原原原理理理方方方面面面：：：通过建立的模型能够清晰地解释磁传感器如何利用多晶铁磁

材料的遁遍遒特性实现对磁场或车辆的检测。这一原理在实际应用中具有重要意义，例如在智能
交通系统中，可以用于车辆的自动检测和计数，为交通流量监测提供技术支持。

2. 汽汽汽车车车速速速度度度计计计算算算方方方面面面：：：计算得出汽车时速为逳逶km/h，该结果符合实际情况的初步预期。

这种计算方法简单明了，在实际交通管理中，可以通过设置多个磁传感器来实时监测车辆速

度，判断车辆是否超速，从而保障交通安全。同时，该计算过程也让学生巩固了匀速直线运动

速度计算的物理知识。
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1.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

1.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

1. 交交交通通通领领领域域域拓拓拓展展展：：：除了检测车辆速度和计数，磁传感器还可以用于停车场管理系统，通
过检测车辆进出时磁信号的变化，实现自动计费和车位管理。在高速公路收费系统中，也可以

利用磁传感器来识别车辆，实现不停车收费（遅達遃）功能的辅助检测，提高收费效率。

2. 工工工业业业与与与科科科研研研领领领域域域：：：在工业生产中，磁传感器可以用于检测磁性材料的加工过程，如监

测磁性零件的位置和运动状态，保障生产的准确性和稳定性。在科研领域，可用于研究地球磁

场的变化，通过布置多个磁传感器，监测地球磁场的微弱变化，为地质研究和空间物理研究提

供数据支持。

1.5.2 反反反思思思总总总结结结

1. 知知知识识识融融融合合合方方方面面面：：：本案例融合了物理学中磁学和电学的知识，以及数学建模的方法。在

教学过程中，应注重引导学生跨学科思考，加强不同学科知识之间的联系，提高学生综合运用

知识的能力。例如，可以进一步拓展相关物理原理，让学生理解更复杂的磁电转换机制。
2. 实实实际际际应应应用用用局局局限限限性性性：：：虽然磁传感器在检测车辆等方面有一定应用，但也存在局限性。例

如，环境中的其他磁场干扰可能会影响磁传感器的检测准确性，在实际应用中需要采取抗干扰
措施，如采用屏蔽技术或优化传感器的设计。此外，对于非磁性车辆或磁性较弱的物体，检测
效果可能不佳，需要进一步研究改进检测方法或结合其他传感器技术。

3. 模模模型型型简简简化化化与与与实实实际际际情情情况况况差差差异异异：：：在计算汽车速度时，采用了匀速直线运动模型，这是对实

际情况的简化。实际中汽车可能存在加速、减速或转弯等情况，后续可以引导学生考虑更复杂
的运动模型，提高模型的准确性和适用性，培养学生对实际问题的深入分析能力。
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案案案例例例2 光光光的的的偏偏偏振振振在在在电电电磁磁磁波波波极极极化化化方方方面面面的的的应应应用用用案案案例例例

2.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

2.1.1 背背背景景景简简简介介介

在通信与电信专业的《电磁场与电磁波》课程体系中，光的偏振及电磁波极化是重要的基

础知识点。光作为电磁波的一种，其偏振特性在无线通信、雷达探测、卫星通信等众多领域有

着关键应用。例如在无线通信中，信号的发射与接收效率和电磁波的极化方式紧密相关；在雷

达系统里，利用极化特性可提升目标识别能力。理解光的偏振和电磁波极化的关系，有助于学

生掌握通信系统中信号的传输、处理及接收原理。

2.1.2 应应应用用用目目目标标标

本案例主要目标是助力通信、电信专业学生透彻理解线偏振光、椭圆偏振光和圆偏振光与

电磁波极化之间的内在联系，明晰极化电磁波在天线信号接收方面的作用机制。通过对该案例

的学习，使学生能够将理论知识有效应用于实际工程问题的解决，比如在天线设计中，依据极

化原理优化设计方案以增强信号接收效果，为后续从事通信系统的设计、调试及维护等工作筑
牢理论根基。

2.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

2.2.1 问问问题题题描描描述述述

已知光作为电磁波，其光矢量 ~E在x− y平面内的分量Ex、Ey满足振动方程：

Ex 逽 Exm 遣遯遳逨ωt− kz 逫 ϕx逩, Ey 逽 Eym 遣遯遳逨ωt− kz 逫 ϕy逩,

其中Exm、Eym分别为Ex、Ey的振幅，ω为角频率，k为波数，ϕx、ϕy为初相位。
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请依据Ex、Ey的相位关系和振幅关系，判断光的偏振类型（线偏振光、圆偏振光、椭圆偏

振光），并深入理解极化电磁波在天线信号接收中的应用原理。

2.2.2 需需需求求求分分分析析析

从知识层面而言，学生需扎实掌握电磁场与电磁波的基础概念，如光矢量、相位、振幅、
角频率、波数等，以及三角函数的运算规则和几何意义。在实际应用方面，学生要能够将这些

理论知识与天线信号接收等实际问题紧密结合，理解极化匹配对于提升信号接收效率的重要

性。若对这些知识和应用的理解存在欠缺，将难以精准分析光的偏振类型，也无法在天线设计

等实际工程中有效运用极化原理，进而对通信系统中信号传输与接收环节的理解和掌握造成不
利影响。

2.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

2.3.1 问问问题题题建建建模模模

1. 光光光的的的偏偏偏振振振类类类型型型分分分析析析建建建模模模：：：

基于光矢量 ~E的分量表达式

Ex 逽 Exm 遣遯遳逨ωt− kz 逫 ϕx逩

Ey 逽 Eym 遣遯遳逨ωt− kz 逫 ϕy逩

通过分析ϕx与ϕy的相位关系及Exm与Eym的振幅关系构建数学模型，判断光的偏振类型。

图進逮進逴逺 光矢量的分解 图進逮進逵逺 线偏振光 图進逮進逶逺 圆偏振光 图進逮進逷逺 椭圆偏振光

（週）当ϕx 逽 ϕy ，设初相位为逰 ，则

Ex 逽 Exm 遣遯遳逨ωt− kz逩, Ey 逽 Eym 遣遯遳逨ωt− kz逩.

在z 逽 逰的等相位面上，合成电磁场强

E 逽
√
E2
x 逫 E2

y 逽
√
E2
xm 逫 E2

ym 遣遯遳ωt,
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合场强方向与x轴夹角α 逽 遡遲遣遴遡遮 Ey
Ex

逽 遡遲遣遴遡遮 Eym
Exm
为常数，表明电场矢量尖端轨迹为直线，即

线偏振光，对应的电磁波为线极化波。

（進）当ϕy − ϕx 逽 π
2且Exm 逽 Eym 逽 Em ，在z 逽 逰的等相位面上，

Ex 逽 Em 遣遯遳ωt, Ey 逽 Em 遳適遮ωt.

合成电磁场强E 逽
√
E2
x 逫 E2

y 逽 Em为常数，合场强方向与x轴夹角

α 逽 遡遲遣遴遡遮
Ey
Ex

逽 ωt,

说明合场强方向以角速度ω逆时针旋转，电场强度尖端轨迹为圆，即圆偏振光，对应的电磁波

为圆极化波。

（逳）当ϕy − ϕx 逽 π
2且Exm 6逽 Eym ，在z 逽 逰的等相位面上，

Ex 逽 Exm 遣遯遳ωt, Ey 逽 Eym 遳適遮ωt.

消去t ，由遣遯遳2 ωt逫 遳適遮2 ωt 逽 週可得

E2
x

E2
xm

逫
E2
y

E2
ym

逽 週,

此为椭圆方程，表明合场强 ~E的尖端轨迹为椭圆，即椭圆偏振光，对应电磁波为椭圆极化波。

2. 天天天线线线信信信号号号接接接收收收建建建模模模：：： 构建天线极化与接收信号能量关系的模型，明确接收天线与发射

天线极化匹配时接收能量最大，否则会产生极化损失。定义天线极化方向为在最大增益方向

上，作为发射天线时辐射电磁波的极化，或作接收时能使天线终端得到最大可用功率方向的入
射电磁波的极化；极化电磁波的电场方向称为极化方向；极化电磁波的极化方向与传播方向所
构成的平面称为极化面。只有接收天线与发射天线极化相同，即极化匹配时，才能接收到最大
能量。例如垂直极化的接收天线接收垂直极化发射天线辐射的电磁波时，能获得最大功率。

2.3.2 方方方法法法选选选择择择

对于光的偏振类型分析，运用基于三角函数运算和几何图形表示的方法。通过对Ex、Ey表

达式进行严谨的数学运算，结合三角函数的性质（如遣遯遳2 θ 逫 遳適遮2 θ 逽 週 ）和几何图形（如直

线、圆、椭圆的方程表示），直观且准确地判断光的偏振类型。对于天线信号接收问题，采用

理论分析与实际案例相结合的方法，通过深入阐述极化匹配的原理，并给出垂直极化天线接收

的具体实例，帮助学生透彻理解极化电磁波在天线信号接收中的应用。
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案例進 光的偏振在电磁波极化方面的应用案例 大学物理应用案例库

2.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

2.4.1 模模模型型型求求求解解解

1. 光光光的的的偏偏偏振振振类类类型型型判判判断断断：：：

（週）线偏振光：当ϕx 逽 ϕy ，经上述推导，在z 逽 逰的等相位面上，合场强

E 逽
√
E2
x 逫 E2

y 逽
√
E2
xm 逫 E2

ym 遣遯遳ωt,

方向与x轴夹角α 逽 遡遲遣遴遡遮 Eym
Exm
为常数，确定为线偏振光。

（進）圆偏振光：当ϕy − ϕx 逽 π
2且Exm 逽 Eym ，在z 逽 逰的等相位面上，合场强

E 逽
√
E2
x 逫 E2

y 逽 Em,

方向与x轴夹角α 逽 ωt ，确定为圆偏振光。

（逳）椭圆偏振光：当ϕy − ϕx 逽 π
2且Exm 6逽 Eym ，在z 逽 逰的等相位面上，由

E2
x

E2
xm

逫
E2
y

E2
ym

逽 週,

确定为椭圆偏振光。

2. 天天天线线线信信信号号号接接接收收收分分分析析析：：： 在天线增益最大指向对准的前提下，依据天线极化与接收信号能

量关系模型，明确接收天线与发射天线极化匹配时接收能量最大。如垂直极化的接收天线接收

垂直极化发射天线辐射的电磁波时，能实现最大能量接收；若极化不匹配，则会产生极化损

失，导致接收功率降低。

2.4.2 结结结果果果分分分析析析

1. 光光光的的的偏偏偏振振振类类类型型型方方方面面面：：：通过构建的模型和运用的分析方法，能够精确判断光的偏振类

型，深入领会不同偏振光的形成原理。这对于深入研究光的传播特性、光与物质的相互作用等
具有关键意义，在光学仪器设计（如偏振片的设计与应用）、光通信系统中光信号的调制与解

调（利用光的偏振特性实现信号的编码与解码）等领域有着广泛应用。

2. 天天天线线线信信信号号号接接接收收收方方方面面面：：：清晰明确了极化匹配在天线信号接收中的核心作用以及极化损失

产生的根源。这对于实际通信工程具有重要指导价值，在设计通信系统时，可依据具体需求精

心设计和挑选合适的天线，合理优化天线的布局和方向，从而显著提高信号接收的效率和质

量，有效降低信号传输过程中的能量损耗，保障通信的稳定性和可靠性。
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2.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

2.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

1. 无无无线线线通通通信信信领领领域域域：：：在逵遇乃至未来的逶遇通信系统中，利用极化复用技术，通过同时使用不
同极化方式的信号进行传输，可大幅提升频谱利用率，增加通信容量。例如，采用正交极化的

两根天线同时发射和接收信号，可在相同频率资源下实现两路独立信号的传输，有效缓解频谱

资源紧张的问题。

2. 雷雷雷达达达技技技术术术：：：在合成孔径雷达（道遁遒）中，利用极化信息能够获取目标更丰富的特征。

通过发射和接收不同极化方式的电磁波，并分析回波信号的极化变化，可对目标的形状、材

质、表面粗糙度等进行更精准的识别和分类，在地质勘探、海洋监测、军事侦察等领域发挥重

要作用。

3. 光光光学学学成成成像像像：：：在偏振成像技术中，利用光的偏振特性可增强图像的对比度和分辨率，获
取目标的隐藏信息。例如在生物医学成像中，通过分析组织对不同偏振光的响应，可更清晰地
观察细胞结构和病变组织，辅助疾病的诊断和治疗；在安防监控领域，可利用偏振成像穿透烟
雾、雾霾等环境干扰，提高监控图像的质量和目标识别能力。

2.5.2 反反反思思思总总总结结结

1. 知知知识识识深深深度度度与与与广广广度度度：：：本案例涉及的知识具有较高的专业性和深度，在教学过程中，需引

导学生不仅要熟练掌握基本理论知识，更要深入理解其物理本质和内在联系。同时，可适当拓
展相关知识，如介绍不同介质对电磁波极化的影响、高阶偏振模式等，拓宽学生的知识面，培
养学生的创新思维和探索精神。

2. 实实实际际际应应应用用用复复复杂杂杂性性性：：：尽管案例中介绍了极化电磁波在天线信号接收中的基本应用原理，

但实际工程中的情况更为复杂和多样化。实际环境中存在多种干扰因素，如多径传播、噪声干
扰、环境电磁干扰等，会对电磁波的极化特性产生影响；天线的极化特性也会受到制造工艺、
安装方式、工作频率等因素的制约。在教学和实践中，需引导学生全面考虑这些实际因素，培

养学生解决复杂工程问题的能力，使学生能够将理论知识灵活应用于实际工程场景。

3. 模模模型型型简简简化化化与与与实实实际际际情情情况况况差差差异异异：：：在分析光的偏振类型和天线信号接收时，采用了一定的简

化模型。例如，在分析光的偏振时，忽略了介质的色散、吸收等效应以及光的矢量波动特性中

的一些高阶项；在天线信号接收模型中，假设了理想的天线和传播环境，未考虑天线的互耦效

应、实际传播环境中的非均匀性等因素。后续教学中可引导学生对这些模型进行改进和完善，
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引入更符合实际情况的参数和模型，提高学生的建模和分析能力，使学生能够建立更精确、更

实用的工程模型。

週逸逵



案案案例例例3 角角角动动动量量量守守守恒恒恒定定定律律律在在在航航航空空空事事事业业业中中中的的的应应应用用用

3.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

3.1.1 背背背景景景简简简介介介

航空事业是一个综合性的高科技领域，涉及众多工程学科。角动量守恒定律是物理学中的
重要定律，在航空领域有着广泛的应用。直升机作为航空飞行器的重要类型，其飞行原理与角

动量守恒密切相关。了解角动量守恒定律在直升机飞行中的应用，对于电气工程及自动化、机

电工程、机械设计、土木工程等专业的学生理解相关机械系统的运行原理至关重要。

3.1.2 应应应用用用目目目标标标

本案例旨在帮助相关专业学生进一步理解角动量守恒定律，并将其应用于解释直升机的飞

行原理。通过该案例，使学生能够将理论知识与实际工程应用相结合，培养学生运用物理原理

分析和解决实际问题的能力，为后续学习专业课程和从事相关工程工作奠定基础。

3.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

3.2.1 问问问题题题描描描述述述

飞出地球是人类自古以来的共同梦想，我们的祖先就曾编织过美丽的遜嫦娥奔月逢的神话，

敦煌壁画中更有生动的飞天形象，举世闻名。而如今随着我国的航空事业的蒸蒸日上，生活中
我们随处可见各种各样的飞机，其中气势壮观的直升机方阵在国庆中阅兵中的给我们留下了深
刻的印象，同学们有没有观察过靠螺旋桨获得上升动力的直升机有几副螺旋桨呢？
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图逳逮進逸逺 （中国）武直逭週逰 图逳逮進逹逺 （中国）直逭逸遢运输直升机

通过仔细观察，我们发现直升机有两副螺旋桨，为什么有两副呢？一副螺旋桨为什么不行？

3.2.2 需需需求求求分分分析析析

从知识层面看，学生需要掌握角动量守恒定律的概念和表达式（L 逽 Iω，其中L为角动

量，I为转动惯量，ω为角速度）。在应用方面，学生要能够运用该定律分析直升机螺旋桨转动

时产生的角动量变化以及对机身的影响。如果对这些知识理解不透彻，将无法解释直升机的飞

行原理，也难以将角动量守恒定律应用到其他涉及旋转运动的工程问题中。

3.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

3.3.1 问问问题题题建建建模模模

1. 单单单螺螺螺旋旋旋桨桨桨直直直升升升机机机模模模型型型：：：假设直升机只有一副螺旋桨，螺旋桨转动时切割空气产

生升力，同时根据牛顿第三定律，会对机身产生一个反方向的力矩。设螺旋桨的角动量

为Lpropeller，机身的角动量为Lfuselage，由于直升机受到的合外力矩为零（不考虑气流等偶然

因素），根据角动量守恒定律L 逽 Lpropeller 逫 Lfuselage 逽 逰，则Lfuselage 逽 −Lpropeller，这意味

着机身会在空中反方向旋转。

2. 双双双螺螺螺旋旋旋桨桨桨直直直升升升机机机模模模型型型：：：对于有两副螺旋桨（主螺旋桨和尾桨）的直升机，设主螺旋

桨角动量为Lm−propeller，尾桨角动量为Lt−propeller，机身角动量为Lfuselage，根据角动量守恒

定律L 逽 Lm−propeller 逫 Lt−propeller 逫 Lfuselage 逽 逰。为了使机身稳定，即Lfuselage 逽 逰，则需

要Lm−propeller 逫 Lt−propeller 逽 逰，也就是Lm−propeller 逽 −Lt−propeller ，通过两副螺旋桨反向旋

转来抵消彼此产生的反作用力矩。
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3.3.2 方方方法法法选选选择择择

采用基于物理定律的建模方法，利用角动量守恒定律来建立直升机螺旋桨转动与机身运动

的关系模型。通过对比单螺旋桨和双螺旋桨直升机的模型，分析不同情况下角动量的变化，从

而解释直升机的飞行原理。

3.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

3.4.1 模模模型型型求求求解解解

1. 单单单螺螺螺旋旋旋桨桨桨情情情况况况：：：当直升机只有一副螺旋桨时，螺旋桨转动产生角动量Lpropeller，根据角

动量守恒，机身会产生大小相等、方向相反的角动量Lfuselage，导致机身反方向旋转，无法实

现稳定飞行。

2. 双双双螺螺螺旋旋旋桨桨桨情情情况况况：：：对于双螺旋桨直升机，主螺旋桨和尾桨反向旋转，使得Lm−propeller 逫

Lt−propeller 逽 逰 ，满足机身角动量Lfuselage 逽 逰 ，从而保证机身平稳飞行。

3.4.2 结结结果果果分分分析析析

1. 原原原理理理阐阐阐释释释方方方面面面：：：通过建立的模型和求解过程，清晰地解释了直升机为什么需要两副螺

旋桨。单螺旋桨直升机由于角动量守恒会导致机身旋转无法稳定飞行，而双螺旋桨直升机通过

合理设计螺旋桨的旋转方向，利用角动量守恒定律实现了机身的平稳飞行。这使学生深入理解

了角动量守恒定律在实际工程中的应用。

2. 工工工程程程应应应用用用方方方面面面：：：这种分析为直升机的设计和制造提供了理论依据。工程师在设计直升

机时，需要根据角动量守恒定律合理选择螺旋桨的参数（如转动惯量、转速等）以及布局，以
确保直升机的飞行稳定性和操控性。

3.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

3.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

1. 航航航空空空领领领域域域其其其他他他应应应用用用：：：角动量守恒定律在飞机的发动机设计、导弹的姿态控制等方面也

有应用。例如，飞机发动机的转子在高速旋转时，其角动量需要在整个飞机系统中进行合理平

衡，以避免对飞机的飞行姿态产生不良影响；导弹在飞行过程中，通过控制自身的角动量来实

现精确的姿态调整和轨迹控制。
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2. 其其其他他他工工工程程程领领领域域域：：：在机械设计中，对于旋转机械（如离心机、涡轮机等），角动量守恒

定律可用于分析设备的运行稳定性和设计平衡装置。在土木工程中，一些大型旋转设备（如塔

式起重机的旋转机构）的设计和运行也需要考虑角动量守恒，以确保设备的安全和稳定。

3.5.2 反反反思思思总总总结结结

1. 知知知识识识理理理解解解深深深化化化：：：本案例有助于学生深化对角动量守恒定律的理解，从单纯的理论知识

上升到实际工程应用层面。在教学过程中，可以进一步引导学生思考在不同复杂工况下（如气

流不稳定、螺旋桨故障等）角动量守恒定律的应用和调整，提高学生对知识的灵活运用能力。

2. 多多多学学学科科科融融融合合合：：：该案例涉及物理、机械、航空等多学科知识，体现了工程领域多学科融

合的特点。在教学中，可以加强不同学科知识之间的联系，培养学生的综合思维能力。例如，

结合机械设计知识讲解螺旋桨的结构设计，结合电气工程知识讲解螺旋桨电机的控制等。

3. 模模模型型型局局局限限限性性性：：：本案例建立的模型是基于简化的假设，忽略了一些实际因素，如空气阻

力的复杂影响、直升机的弹性变形等。在实际工程应用中，需要考虑这些因素对模型进行修正

和完善。后续可以引导学生对模型进行改进，提高学生解决实际复杂问题的能力。
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案案案例例例4 稳稳稳恒恒恒磁磁磁场场场在在在电电电气气气工工工程程程中中中的的的应应应用用用案案案例例例

4.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

4.1.1 背背背景景景简简简介介介

在电气工程领域，磁场的分布和特性是基础且关键的研究内容。稳恒磁场中的安培环路定

理等理论，是分析和设计电气设备（如电机、变压器、电磁铁等）的重要依据。理解载流导体

周围的磁场分布，有助于优化电气设备的性能、减少电磁干扰等。掌握相关知识，对电气工程
专业学生后续学习专业课程、从事电气系统设计和研发工作具有重要意义。

4.1.2 应应应用用用目目目标标标

本案例旨在帮助电气工程专业学生深入理解安培环路定理在求解载流导体磁场分布中的应

用。通过分析无限长载流圆柱体的磁场分布问题，使学生熟练掌握利用物理定理进行磁场计算

的方法，培养学生的逻辑思维和工程分析能力，为其在实际工程中解决与磁场相关的问题奠定

坚实的理论和方法基础。

4.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

4.2.1 问问问题题题描描描述述述

已知无限长载流圆柱体，需要求解其磁场分布情况，即确定在圆柱体内部（逰 < r <

R，r为到圆柱体轴线的距离，R为圆柱体半径）和外部（r > R）不同位置处的磁感应强度B的

大小和方向。

4.2.2 需需需求求求分分分析析析

从知识层面看，学生需要牢固掌握安培环路定理（
∮
L
~B · d~l 逽 µ0Ienc，其中 ~B为磁感应强
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度，d~l为积分路径微元，µ0为真空磁导率，Ienc为环路所包围的电流）、磁感应强度的概念以及
电流和磁场的基本关系。在应用方面，学生要能够根据问题的对称性，合理选取积分回路，运

用安培环路定理进行磁场强度的计算。如果对这些知识理解不透彻或不能正确运用，将无法准
确求解磁场分布，也难以将该方法应用到其他类似的电磁问题中。

4.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

4.3.1 问问问题题题建建建模模模

1. 对对对称称称性性性分分分析析析建建建模模模：：：无限长载流圆柱体具有轴对称性，其产生的磁场也具有轴对称性，

即磁感应强度B的大小只与到轴线的距离r有关，方向沿以轴线为中心的圆周切线方向。

2. 积积积分分分回回回路路路选选选取取取建建建模模模：：：

（週）当r > R时，选取半径为r的同心圆作为积分回路L，回路平面与圆柱体轴线垂直。根

据对称性， ~B沿该回路的方向处处与d~l方向相同，且B大小处处相等。

（進）当逰 < r < R时，同样选取半径为r的同心圆作为积分回路L，此时回路所包围的
电流Ienc需要根据电流密度和回路所围面积来计算。设圆柱体中电流均匀分布，电流密度
为J 逽 I

πR2，则Ienc 逽 J · πr2 逽 Ir2

R2。

图逴逮逳逰逺 圆柱体外磁场分布 图逴逮逳週逺 圆柱体内磁场分布

4.3.2 方方方法法法选选选择择择

采用基于物理定理的建模方法，利用安培环路定理来建立无限长载流圆柱体磁场分布的计

算模型。通过分析问题的对称性，合理选取积分回路，将复杂的磁场分布问题转化为可通过安

培环路定理求解的数学问题。
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4.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

4.4.1 模模模型型型求求求解解解

週逮 当r > R时：根据安培环路定理 ∮
L

~B · d~l 逽 µ0I

因为 ~B与d~l同向且B大小恒定，所以 ∮
L

~B · d~l 逽 B · 進πr

则B · 進πr 逽 µ0I，解得B 逽 µ0I
2πr。

進逮 当逰 < r < R时：安培环路定理 ∮
L

~B · d~l 逽 µ0Ienc

其中Ienc 逽 Ir2

R2，且
∮
L
~B · d~l 逽 B · 進πr，则

B · 進πr 逽 µ0 ·
Ir2

R2

解得B 逽 µ0Ir
2πR2。

4.4.2 结结结果果果分分分析析析

1. 原原原理理理阐阐阐释释释方方方面面面：：：通过建立的模型和求解过程，清晰地得到了无限长载流圆柱体内部和

外部的磁场分布情况。结果表明，在圆柱体外部，磁感应强度B与到轴线的距离r成反比；在圆
柱体内部，B与r成正比。这使学生深入理解了安培环路定理在求解磁场分布问题中的应用原
理，以及电流和磁场之间的定量关系。

2. 工工工程程程应应应用用用方方方面面面：：：这种分析为涉及载流导体的电气设备设计提供了理论依据。例如，在

设计电缆时，了解其周围磁场分布可以帮助优化电缆的布局，减少对周围电子设备的电磁干

扰；在电机和变压器的设计中，准确计算载流部件的磁场分布，有助于提高设备的磁性能和效
率，减少能量损耗。
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4.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

4.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

1. 其其其他他他载载载流流流导导导体体体磁磁磁场场场分分分析析析：：：该方法可扩展应用到其他具有对称性的载流导体磁场分布求
解中，如无限长载流圆柱面、通电螺线管等。通过合理选取积分回路和运用安培环路定理，可

以准确计算这些导体周围的磁场分布，为相关电气设备的设计和优化提供支持。

2. 电电电磁磁磁兼兼兼容容容设设设计计计：：：在电子设备和电力系统的电磁兼容设计中，了解载流导体的磁场分布

有助于预测和减少电磁干扰。例如，通过调整导体的布局和电流大小，使不同设备产生的磁场
相互抵消或减弱，提高整个系统的电磁兼容性。

3. 传传传感感感器器器设设设计计计：：：基于对磁场分布的精确分析，可以设计出更灵敏、准确的磁场传感器。

例如，利用霍尔效应原理的传感器，通过准确了解被测磁场的分布特性，优化传感器的结构和

参数，提高其测量精度和可靠性。

4.5.2 反反反思思思总总总结结结

1. 知知知识识识理理理解解解深深深化化化：：：本案例有助于学生深化对安培环路定理等电磁学知识的理解，从理论

层面上升到实际应用层面。在教学过程中，可以进一步引导学生思考在非均匀电流分布、存在

磁介质等更复杂情况下，如何对模型进行修正和求解，提高学生对知识的灵活运用能力。

2. 多多多学学学科科科融融融合合合：：：磁场分布的分析涉及物理、数学等多学科知识，体现了工程领域多学科融

合的特点。在教学中，可以加强不同学科知识之间的联系，培养学生的综合思维能力。例如，

结合数学中的曲线积分知识讲解安培环路定理的应用，结合物理中的电磁感应知识进一步拓展
磁场与电场的相互关系。

3. 模模模型型型局局局限限限性性性：：：本案例建立的模型基于无限长载流圆柱体的理想假设，忽略了实际导体

的长度限制、电流的非均匀性以及周围环境的影响等因素。在实际工程应用中，需要考虑这些

因素对模型进行修正和完善。后续可以引导学生对模型进行改进，提高学生解决实际复杂问题

的能力。

4.5.3 动动动手手手实实实践践践练练练习习习

练练练习习习：：：求无限长载流圆柱面的磁场分布逮
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案案案例例例5 力力力学学学在在在工工工程程程问问问题题题中中中的的的应应应用用用案案案例例例

5.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

5.1.1 背背背景景景简简简介介介

工程力学是一门研究物体受力和变形规律的学科，在众多工程领域中扮演着基础性的关键
角色。从土木建筑的结构设计，确保建筑物能够承受各种荷载而安全稳固；到机械制造中的机
械结构设计，保障机械设备高效可靠运行；再到交通工程的桥梁、道路设计以及航空航天的飞

行器结构设计等，工程力学的理论和方法贯穿始终。它以牛顿力学、材料力学等基本原理为基

石，为工程师们分析和解决实际工程问题提供了科学有效的手段。

5.1.2 应应应用用用目目目标标标

本案例主要针对土木工程专业学生，聚焦于工程力学中受力分析这一知识点。通过具体的

桁架结构案例，旨在让学生深刻理解如何运用受力分析和强度条件来解决实际工程问题。培养

学生将理论知识与实际工程紧密结合的能力，使学生能够熟练运用工程力学原理对工程结构进

行分析和设计，为其后续学习专业课程以及未来从事土木工程相关工作，如建筑结构设计、施

工安全评估等，奠定坚实的理论和实践基础。

5.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

5.2.1 问问问题题题描描描述述述

已知一桁架结构，其中两杆的横截面面积均为A 逽 週逰逰mm2 ，杆週的许用拉应力遛σt1遝 逽

進逰逰MPa ，杆進的许用压应力遛σc2遝 逽 週逵逰MPa 。以节点B为研究对象，通过受力分析建立平衡

方程，求两杆的轴力，并根据强度条件确定载荷F的最大许用值。
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图逵逮逳進逺 桁架结构及受力分析

5.2.2 需需需求求求分分分析析析

从知识层面看，学生需要牢固掌握工程力学中的受力分析方法（如隔离体法、力的平衡方

程等）、强度条件（许用应力与实际应力的关系）以及材料力学中关于应力和内力的基本概

念。在应用方面，学生要能够准确对实际工程结构进行受力分析，合理选取研究对象，正确建

立平衡方程并求解，再根据强度条件对结构进行强度校核。若对这些知识和技能掌握不扎实，
将无法准确求解桁架结构中杆件的内力，也不能正确确定载荷的最大许用值，进而影响对工程

结构安全性和可靠性的评估。

5.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

5.3.1 问问问题题题建建建模模模

1. 受受受力力力分分分析析析建建建模模模：：：以节点B为研究对象，对其进行受力分析。节点B受到外力F 、

杆週的拉力FN1和杆進的拉力FN2 。根据力的平衡原理，在x轴和y轴方向分别建立平衡方

程
∑
Fx 逽 逰和

∑
Fy 逽 逰 。

2. 强强强度度度条条条件件件建建建模模模：：：根据材料力学知识，建立杆件的强度条件模型。对于受拉杆件
（杆週），其强度条件为FN1 ≤ A遛σt1遝 ；对于受压杆件（杆進），其强度条件为|FN2| ≤ A遛σc2遝

。通过这些模型来确定杆件在给定载荷下是否满足强度要求，进而确定载荷F的最大许用值。

5.3.2 方方方法法法选选选择择择

采用基于力学原理的建模方法，运用隔离体法对节点B进行受力分析，依据力的平衡方程

求解杆件内力。再结合材料力学中的强度条件，通过比较实际内力与许用内力（由许用应力和
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横截面面积确定）的关系，来确定结构所能承受的最大载荷。这种方法是工程力学解决结构受
力和强度问题的基本且有效的手段。

5.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

5.4.1 模模模型型型求求求解解解

1. 求求求解解解杆杆杆件件件轴轴轴力力力：：： 以节点B为研究对象，建立平衡方程
∑
Fx 逽 逰 ，

∑
Fy 逽 逰 ，即

−FN2 − FN1 遣遯遳 逴逵◦ 逽 逰, − FN1 遳適遮 逴逵◦ − F 逽 逰.

解方程组可得：FN1 逽 −
√

進F（负号表示拉力方向与假设方向相反，实际为拉力），FN2 逽

−F（同样为拉力）。
2. 确确确定定定载载载荷荷荷最最最大大大许许许用用用值值值：：：

（週）对于杆週（受拉），根据强度条件FN1 ≤ A遛σt1遝 ，即

√
進F ≤ 週逰逰× 週逰−6 × 進逰逰× 週逰6

解得

F ≤ 週逰逰× 週逰−6 × 進逰逰× 週逰6

√
進

逽 週逴.週逴kN.

（進）对于杆進（受拉），根据强度条件FN2 ≤ A遛σc2遝 ，即

F ≤ 週逰逰× 週逰−6 × 週逵逰× 週逰6 逽 週逵.逰kN.

综合比较，取较小值，所以载荷F的最大许用值为週逴.週逴kN 。

5.4.2 结结结果果果分分分析析析

1. 原原原理理理阐阐阐释释释方方方面面面：：：通过建立的模型和求解过程，清晰地展示了如何运用受力分析和强度

条件来确定桁架结构中杆件的内力以及结构所能承受的最大载荷。这使学生深入理解了工程力
学中力的平衡和强度理论在实际工程结构分析中的应用原理，明确了各个物理量之间的关系和

计算方法。

2. 工工工程程程应应应用用用方方方面面面：：：该分析结果对于土木工程中的结构设计和安全评估具有重要的指导意

义。在实际工程中，工程师可以根据类似的方法对各种桁架结构（如桥梁桁架、建筑屋架等）

进行受力分析和强度校核，合理设计杆件的尺寸和材料，确保结构在给定载荷下的安全性和可

靠性，避免因结构强度不足而导致的工程事故。
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5.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

5.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

1. 其其其他他他工工工程程程结结结构构构：：：这种受力分析和强度校核的方法不仅适用于桁架结构，还可广泛应用

于其他工程结构，如梁结构、刚架结构等。在梁结构中，可以通过受力分析确定梁的内力（弯

矩、剪力等），再根据强度条件（如弯曲正应力强度条件、剪应力强度条件等）来设计梁的截
面尺寸和材料，保证梁在承受荷载时的正常使用。

2. 不不不同同同材材材料料料和和和工工工况况况：：：在实际工程中，还可以考虑不同材料的力学性能（如弹性模量、泊

松比等）以及复杂的工况（如动态载荷、温度变化等）对结构的影响。例如，对于在高温环境

下工作的结构，需要考虑材料的高温力学性能变化，对强度条件进行修正；对于承受动态载荷
的结构，要考虑惯性力等因素，采用动力学分析方法与静力学分析相结合的方式进行结构设计

和强度校核。

5.5.2 反反反思思思总总总结结结

1. 知知知识识识理理理解解解深深深化化化：：：本案例有助于学生深化对工程力学基本原理的理解，从理论学习过渡

到实际应用。在教学过程中，可以进一步引导学生思考在更复杂的结构体系（如超静定结构）

中，如何对模型进行改进和求解，以及如何考虑结构的变形协调条件等，提高学生对知识的灵

活运用能力和解决复杂问题的能力。

2. 多多多学学学科科科融融融合合合：：：工程力学的应用涉及多个学科领域，如材料科学、数学等。在教学中，

可以加强不同学科知识之间的联系，培养学生的综合思维能力。例如，结合材料科学知识讲解

材料的选择和性能对结构强度的影响，结合数学知识讲解平衡方程的建立和求解方法等。
3. 模模模型型型局局局限限限性性性：：：本案例建立的模型是基于一些简化假设，如杆件为理想直杆、材料均匀

连续等。在实际工程中，结构和材料往往存在一定的缺陷和非均匀性，这些因素可能会影响结

构的受力和强度。后续可以引导学生对模型进行修正和完善，考虑实际因素的影响，提高模型

的准确性和适用性。
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案案案例例例6 转转转动动动定定定律律律在在在新新新能能能源源源汽汽汽车车车中中中的的的应应应用用用

6.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

6.1.1 背背背景景景简简简介介介

在新能源汽车专业领域，动力学分析和控制系统设计是核心内容。刚体定轴转动的转动定

律作为刚体动力学的重要原理，描述了刚体所受合外力矩与角加速度之间的关系，是理解和分
析新能源汽车动力系统运行机制的关键基础。新能源汽车的动力系统包含驱动电机、变速器、

传动轴、车轮等部件，这些部件的运动涉及到转动，转动定律在分析它们的运动状态变化、能

量转换等方面发挥着重要作用。

6.1.2 应应应用用用目目目标标标

本案例旨在帮助新能源汽车专业学生深入理解刚体定轴转动的转动定律，并将其应用于新

能源汽车动力系统的分析中。通过具体案例，使学生掌握运用转动定律计算电机输出力矩的方

法，培养学生运用物理原理解决实际工程问题的能力，为其后续学习新能源汽车相关专业课程

（如汽车动力学、电动汽车技术等）和从事新能源汽车研发、设计、调试等工作奠定坚实的理
论和实践基础。

6.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

6.2.1 问问问题题题描描描述述述

已知一辆新能源汽车配备的永磁同步电动机（遐遍道遍）的转动惯量J 逽 逰.逳逵kg ·m2 ，车轮

半径R 逽 逰.逳m ，车辆要在逵秒内从静止加速至進逷.逸m/s 。试根据刚体定轴转动定律计算电动机

输出的力矩，以及电机控制器如何根据计算结果调节供电电流，以实现车辆平稳、高效的加

速。
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6.2.2 需需需求求求分分分析析析

知识层面上，学生要掌握刚体定轴转动定律（M 逽 Jα，其中M为合外力矩，J为转动

惯量，α为角加速度）、线加速度与角加速度的关系（a 逽 Rα）以及匀加速直线运动公式

（vt 逽 v0 逫 at）等物理知识。应用方面，学生要能够运用这些知识对新能源汽车的加速过程

进行动力学分析，计算出电机输出力矩，并理解电机控制器的工作原理。如果对这些知识理解

不透彻或不能正确运用，将无法准确计算电机力矩，也难以理解新能源汽车动力系统的控制策
略。

6.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

6.3.1 问问问题题题建建建模模模

1. 运运运动动动学学学分分分析析析建建建模模模：：：根据匀加速直线运动公式vt 逽 v0 逫 at ，已知车辆初速度v0 逽 逰 ，

末速度vt 逽 進逷.逸m/s ，时间t 逽 逵s ，可以计算出线加速度a 。再根据线加速度与角加速度的关

系a 逽 Rα ，建立线加速度与角加速度的联系，从而求出角加速度α 。

2. 动动动力力力学学学分分分析析析建建建模模模：：：根据刚体定轴转动定律M 逽 Jα ，已知转动惯量J和求出的角加速

度α ，建立电动机输出力矩M的计算模型。同时，考虑电机控制器根据计算出的力矩需求调节

供电电流的过程，建立电机控制的逻辑模型。

6.3.2 方方方法法法选选选择择择

采用基于物理定律的建模方法，运用匀加速直线运动公式、线加速度与角加速度的关系以

及刚体定轴转动定律，分别建立新能源汽车加速过程的运动学和动力学模型。通过对模型中各

物理量的计算和分析，解决电机输出力矩的计算和电机控制策略的问题。

6.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

6.4.1 模模模型型型求求求解解解

1. 计计计算算算平平平均均均角角角加加加速速速度度度：：：

根据匀加速直线运动公式vt 逽 v0 逫 at ，可得线加速度

a 逽
vt − v0

t
逽

進逷.逸− 逰
逵

逽 逵.逵逶m/s2.
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再根据a 逽 Rα ，可得角加速度

α 逽
a

R
逽

逵.逵逶
逰.逳

逽 週逸.逵逳rad/s2.

2. 根根根据据据转转转动动动定定定律律律求求求力力力矩矩矩：：：

根据刚体定轴转动定律M 逽 Jα ，已知J 逽 逰.逳逵kg ·m2 ，α 逽 週逸.逵逳rad/s2 ，则电动机输出

的力矩

M 逽 逰.逳逵× 週逸.逵逳 逽 逶.逴逹N ·m.

3. 电电电机机机控控控制制制过过过程程程：：：

求出电动机输出的力矩后，电机控制器根据计算出的力矩需求，调节对电动机的供电电

流，以产生相应的电磁力矩，确保车辆加速过程中的力矩输出稳定且高效。

6.4.2 结结结果果果分分分析析析

1. 原原原理理理阐阐阐释释释方方方面面面：：：通过建立的模型和求解过程，清晰地展示了如何运用刚体定轴转动定

律计算新能源汽车电动机输出力矩，以及电机控制器的工作原理。这使学生深入理解了转动定

律在新能源汽车动力系统中的应用原理，明确了各物理量之间的关系和计算方法。

2. 工工工程程程应应应用用用方方方面面面：：：该分析结果对于新能源汽车的研发和设计具有重要的指导意义。工程

师可以根据转动定律准确计算电机在不同工况下所需输出的力矩，合理设计电机的参数和控制
策略，提高新能源汽车的动力性能和能源利用效率，确保车辆在加速、制动等过程中的稳定性

和可靠性。

6.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

6.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

1. 其其其他他他汽汽汽车车车工工工况况况分分分析析析：：：转动定律不仅可用于分析新能源汽车的加速过程，还可应用于车

辆的制动、爬坡等工况。例如，在制动过程中，通过计算车轮的角加速度和所需制动力矩，设
计合适的制动系统；在爬坡时，根据车辆的负载和坡度，计算电机需要输出的额外力矩，优化

动力系统的性能。

2. 其其其他他他动动动力力力系系系统统统设设设计计计：：：在其他涉及旋转部件的动力系统设计中，如风力发电系统、工业

机器人关节驱动系统等，转动定律同样具有重要的应用价值。例如，在风力发电系统中，通过

转动定律分析风轮的转动特性，优化风轮的设计和控制策略，提高发电效率；在工业机器人关

节驱动系统中，运用转动定律计算关节所需的驱动力矩，实现机器人的精确运动控制。
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6.5.2 反反反思思思总总总结结结

1. 知知知识识识理理理解解解深深深化化化：：：本案例有助于学生深化对刚体定轴转动定律等物理知识的理解，从理

论学习过渡到实际应用。在教学过程中，可以进一步引导学生思考在更复杂的工况下（如车辆

行驶过程中的颠簸、电机的非线性特性等），如何对模型进行修正和求解，提高学生对知识的

灵活运用能力和解决复杂问题的能力。

2. 多多多学学学科科科融融融合合合：：：转动定律的应用涉及物理、机械、电气等多学科知识，体现了新能源汽

车专业多学科融合的特点。在教学中，可以加强不同学科知识之间的联系，培养学生的综合思

维能力。例如，结合机械设计知识讲解电机和车轮的结构设计，结合电气工程知识讲解电机控

制器的原理和设计。

3. 模模模型型型局局局限限限性性性：：：本案例建立的模型是基于一些简化假设，如车辆行驶过程中忽略空气阻

力、电机为理想刚体等。在实际工程中，这些因素可能会对车辆的动力学性能产生影响。后续

可以引导学生对模型进行改进，考虑实际因素的影响，提高模型的准确性和适用性。
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案案案例例例7 磁磁磁聚聚聚焦焦焦在在在电电电子子子显显显微微微镜镜镜技技技术术术中中中的的的应应应用用用

7.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

7.1.1 背背背景景景简简简介介介

在测控、智造、机设等专业领域，尤其是涉及电子系统和精密仪器的方向，理解微观层面

的物理现象和技术应用至关重要。磁场对运动电荷的作用是电磁学中的重要知识点，电子显微
镜作为研究微观世界的关键工具，其性能的优化依赖于对电子运动精确控制相关的物理原理。

磁聚焦技术利用磁场对电子的作用来实现电子束的聚焦，是电子显微镜等电真空系统中的关键
技术之一。

7.1.2 应应应用用用目目目标标标

本案例旨在帮助测控、智造、机设等专业学生理解磁场对运动电荷的作用，特别是带电粒

子在磁场中的螺线运动原理，并将其与实际的遜磁聚焦逢技术应用相联系。通过学习该案例，使
学生掌握电子显微镜中磁聚焦技术的工作原理，培养学生运用电磁学知识解决实际工程问题的
能力，为后续学习相关专业课程（如《汽车电器与电子系统》等）以及从事电子设备研发、精

密仪器制造等工作奠定基础。

7.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

7.2.1 问问问题题题描描描述述述

已知从电子枪射出的电子进入近似均匀的恒定磁场B中，电子枪保证各电子初速v大小近似

相等且v与B的夹角足够小，电子做螺线运动。试分析电子在磁场中的运动规律，理解如何利用

这种运动实现电子束的聚焦，即遜磁聚焦逢技术的原理。
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案例逷 磁聚焦在电子显微镜技术中的应用 大学物理应用案例库

图逷逮逳逳逺 磁聚焦电子枪结构示意图

7.2.2 需需需求求求分分分析析析

从知识层面看，学生需要掌握洛伦兹力公式（~F 逽 q~v × ~B，其中q为电荷电量，~v为电荷速

度， ~B为磁感应强度）、带电粒子在磁场中运动的轨迹分析方法（如匀速圆周运动和匀速直线

运动的合成）等电磁学知识。在应用方面，学生要能够运用这些知识分析电子在磁场中的运动
情况，理解磁聚焦技术的实现原理。如果对这些知识理解不透彻，将无法准确分析电子的运动
轨迹，也难以理解磁聚焦技术在电子显微镜等设备中的应用。

7.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

7.3.1 问问问题题题建建建模模模

1. 电电电子子子运运运动动动分分分析析析建建建模模模：：：将电子在磁场中的运动分解为平行于磁场方向和垂直于磁场方向

的两个分运动。垂直于磁场方向，电子受到洛伦兹力作用做匀速圆周运动，根据洛伦兹力提供

向心力qv⊥B 逽 m
v2
⊥
r （其中v⊥为垂直于磁场方向的速度分量，m为电子质量，r为圆周运动半

径），可得圆周运动半径r 逽 mv⊥
qB ，周期T 逽 2πr

v⊥
逽 2πm

qB ；平行于磁场方向，电子不受力，做

匀速直线运动，速度为v‖ 。这样就建立了电子在磁场中做螺线运动的模型。

2. 磁磁磁聚聚聚焦焦焦原原原理理理建建建模模模：：：由于各电子初速v大小近似相等且v与B的夹角足够小，所以v⊥近似
相等，v‖也近似相等。根据上述电子运动模型，电子做圆周运动的周期T相同，在平行于磁场

方向经过一个周期的时间T后，各电子在平行方向上移动相同的距离，从而实现电子束的聚

焦，建立起磁聚焦的原理模型。
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案例逷 磁聚焦在电子显微镜技术中的应用 大学物理应用案例库

7.3.2 方方方法法法选选选择择择

采用基于物理定律的建模方法，运用洛伦兹力公式和运动的合成与分解知识，分别建立电
子在磁场中运动的模型和磁聚焦原理的模型。通过对模型中各物理量的分析和计算，解释电子

的运动轨迹和磁聚焦技术的原理。

7.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

7.4.1 模模模型型型求求求解解解

1. 电电电子子子运运运动动动轨轨轨迹迹迹分分分析析析：：：根据建立的电子运动模型，已知电子的电量q、质量m、初速度v以

及磁场的磁感应强度B，可以计算出电子做圆周运动的半径r 逽 mv⊥
qB 和周期T 逽 2πm

qB ，以及在

平行于磁场方向的运动速度v‖ ，从而确定电子的螺线运动轨迹。

2. 磁磁磁聚聚聚焦焦焦原原原理理理阐阐阐释释释：：：因为各电子的T相同，在经过一个周期的时间后，各电子在平行于磁

场方向移动相同的距离，原本分散的电子束在空间上汇聚到一起，实现了电子束的聚焦。

7.4.2 结结结果果果分分分析析析

1. 原原原理理理阐阐阐释释释方方方面面面：：：通过建立的模型和求解过程，清晰地解释了电子在磁场中的螺线运动

规律以及磁聚焦技术的原理。这使学生深入理解了磁场对运动电荷的作用在实际技术中的应
用，明确了电子运动轨迹与磁聚焦效果之间的关系。

2. 工工工程程程应应应用用用方方方面面面：：：该分析结果对于电子显微镜等电真空系统的设计和优化具有重要意

义。工程师可以根据磁聚焦原理，合理设计磁场的强度和分布，优化电子枪的结构，提高电子

显微镜的分辨率和成像质量，从而更好地满足微观研究的需求。

7.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

7.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

1. 其其其他他他电电电真真真空空空设设设备备备：：：磁聚焦技术不仅应用于电子显微镜，还可应用于其他电真空设备，
如电子束焊机、阴极射线管等。在电子束焊机中，利用磁聚焦技术将电子束聚焦到焊接部位，
提高焊接的精度和能量密度；在阴极射线管中，通过磁聚焦使电子束准确地打在荧光屏上，实
现清晰的图像显示。
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2. 粒粒粒子子子加加加速速速器器器：：：在粒子加速器中，磁场对带电粒子的作用也起着关键作用。通过合理设

计磁场，可以实现对带电粒子的加速、聚焦和导向，使粒子获得高能量并准确地轰击目标，用

于科学研究、医疗治疗（如肿瘤放疗）等领域。

7.5.2 反反反思思思总总总结结结

1. 知知知识识识理理理解解解深深深化化化：：：本案例有助于学生深化对磁场对运动电荷作用相关知识的理解，从理

论层面上升到实际应用层面。在教学过程中，可以进一步引导学生思考在非均匀磁场、相对论

效应等更复杂情况下，电子的运动规律和磁聚焦技术的变化，提高学生对知识的灵活运用能
力。

2. 多多多学学学科科科融融融合合合：：：磁聚焦技术涉及电磁学、电子学、材料科学等多学科知识，体现了相关
专业多学科融合的特点。在教学中，可以加强不同学科知识之间的联系，培养学生的综合思维

能力。例如，结合电子学知识讲解电子枪的工作原理，结合材料科学知识讲解磁场产生装置的

材料选择和性能优化。
3. 模模模型型型局局局限限限性性性：：：本案例建立的模型是基于电子初速大小近似相等、磁场均匀等简化假设。

在实际应用中，电子初速存在一定的分散性，磁场也难以做到完全均匀，这些因素会影响磁聚

焦的效果。后续可以引导学生对模型进行改进，考虑实际因素的影响，提高模型的准确性和适

用性。
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案案案例例例8 光光光学学学技技技术术术在在在航航航天天天工工工程程程中中中的的的应应应用用用

8.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

8.1.1 背背背景景景简简简介介介

中国探月工程（嫦娥工程）需对月球表面进行高精度三维成像与着陆点定位，激光测距
技术凭借激光的准直性、高能量等特性，成为实现遜厘米级误差逢测量的关键手段，支撑嫦娥四
号、五号等任务的顺利开展。

8.1.2 应应应用用用目目目标标标

利用光学技术（激光测距）实现地月距离的高精度测量，为月球表面三维成像、着陆点定
位提供准确的距离数据，保障探月任务中轨道控制、着陆安全等核心需求。

8.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

8.2.1 问问问题题题描描描述述述

地月距离遥远（约逳逸万公里），传统测距手段（如无线电测距）精度不足，需采用激光
测距技术：向月球发射脉冲激光，测量激光往返地月的时间送t，进而计算地月距离，但需解

决遜激光传输的准直性保持逢遜回波信号的增强与检测逢遜时间测量的高精度逢等问题。

8.2.2 需需需求求求分分分析析析

需要建立遜激光往返时间逭地月距离逢的量化模型，同时结合光学原理（几何光学、干涉衍

射、光电效应）解决遜激光准直逢遜相位差计算（提升时间测量精度）逢遜信号接收转换逢等关键技
术问题，以满足遜误差小于逵厘米逢的高精度要求。

進逰逶



案例逸 光学技术在航天工程中的应用 大学物理应用案例库

8.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

8.3.1 问问问题题题建建建模模模

距距距离离离模模模型型型：：：根据匀速直线运动（激光在真空中速度近似为光速c），地月距离d 与激光往返

时间送t 的关系为d 逽 c·∆t
2 （激光从地球到月球再返回，路程为進d）。

光光光学学学辅辅辅助助助模模模型型型：：：

几何光学：描述激光束的准直性，确保激光沿直线（近似）传输到月球，减少发散导致的

能量损失与测量偏差。

干涉与衍射：通过分析激光的相位差，可更精确测量往返时间送t（相位差与时间差存在对

应关系，提升时间测量的分辨率）。

光电效应：激光信号接收器利用遜光子打在光电材料上产生光电流逢的原理，将光信号转换

为电信号，实现对微弱回波的检测。

8.3.2 方方方法法法选选选择择择

采用几几几何何何光光光学学学分析激光准直性，保障传输路径的稳定性；

利用干干干涉涉涉/衍衍衍射射射的的的相相相位位位分分分析析析提升时间测量精度；

基于光光光电电电效效效应应应实现激光回波的信号转换与检测；

核心距离计算依赖遜时间逭距离逢的线性模型d 逽 c·∆t
2 。

8.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

8.4.1 模模模型型型求求求解解解

以课堂互动的计算题为例：已知激光往返时间送t 逽 進.逵逶秒，光速c ≈ 逳× 週逰8 遭逯遳，代入距

离公式得：

d 逽
逳× 週逰8 × 進.逵逶

進
逽 逳.逸逴× 週逰8 遭 逽 逳逸.逴万公里

8.4.2 结结结果果果分分分析析析

计算结果与地月平均距离（约逳逸逮逴万公里）一致，验证了模型的正确性。

实际应用中，通过遜角反射器阵列增强回波信号逢（提升信噪比，使微弱回波能被检

测）、遜相位差高精度测量逢（缩小时间送t 的测量误差），可将整体测距误差控制在逵厘米以
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内，满足探月工程对三维成像、着陆定位的高精度需求。

8.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

8.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

航航航天天天领领领域域域：：：北斗卫星系统利用激光测距进行轨道校准，通过测量卫星与地面站的激光往返

时间，提升卫星轨道的定位精度，保障导航系统的准确性。

民民民用用用领领领域域域：：：自动驾驶的激光雷达（遌適遄遁遒）原理与激光测距一致，通过发射激光并接收回

波，构建周围环境的三维模型，实现障碍物检测、路径规划等功能，是光学技术向民用智能领
域的延伸。

8.5.2 反反反思思思总总总结结结

学学学科科科融融融合合合价价价值值值：：：激光测距技术融合了几何光学、波动光学（干涉衍射）、光电效应等光学
知识，以及时间测量、信号处理等工程技术，体现了遜光学理论逭工程应用逢的深度融合，为航

天、民用等领域的高精度测量提供了核心支撑。

技技技术术术迭迭迭代代代启启启示示示：：：从探月工程的激光测距到北斗、自动驾驶的延伸应用，说明基础光学技术
可通过遜场景适配、精度优化逢拓展到更广泛的领域，而数学建模（如时间逭距离的线性关系）是

实现遜物理现象量化逢的关键桥梁。
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案案案例例例9 能能能量量量守守守恒恒恒定定定律律律在在在水水水电电电站站站建建建设设设中中中的的的应应应用用用

9.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

9.1.1 背背背景景景简简简介介介

能量守恒定律是自然界最基本的普适定律之一。在工程领域，它不仅是理论原则，更是进

行系统设计、效率分析和优化的核心工具。其工程应用的核心在于建立系统的能量平衡方程：

输输输入入入系系系统统统的的的能能能量量量= 系系系统统统输输输出出出的的的有有有效效效能能能量量量+ 系系系统统统损损损失失失的的的能能能量量量。

水力发电是将水的势能最终转化为电能的过程，是诠释能量转换与守恒的经典工程案例。

9.1.2 应应应用用用目目目标标标

本次应用围绕以下三类目标展开：

知知知识识识目目目标标标：将物理课程中的机械能守恒概念（动能、重力势能）扩展到包含能量损失的工
程实际中，理解遜效率逢的物理意义。

能能能力力力目目目标标标：培养学生建立工程系统能量流模型的能力，并能够进行初步的定量计算。

应应应用用用目目目标标标：通过分析水力发电站的理论最大发电功率和实际功率，展示能量守恒定律如何

指导电站的选址（水头高度、流量）和涡轮机、发电机的选型。

9.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

9.2.1 问问问题题题描描描述述述

某计划建设的水电站，已知核心参数如下：

水库水位距下游涡轮机的高度差（称为遜水头逢）：H 逽 週逰逰 遭

通过涡轮机的水流流量（单位时间流过的水体体积）：Q 逽 逵逰 遭3/遳

整个系统（含管道、涡轮机、发电机）的总效率：η 逽 逸逵逥 逽 逰.逸逵

進逰逹
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试估算该电站的以下指标：

遡逩 理论上可最大利用的输入功率；

遢逩 实际输出的电功率；

遣逩 一小时内，理论上最多能产生多少千瓦时（遫遗·遨）的电能？

9.2.2 需需需求求求分分分析析析

从工程实践角度，需求可拆解为三类核心诉求：
功功功能能能需需需求求求：需要一个可靠的方法来评估电站的发电能力，这是项目可行性和经济效益分析

的基础。

关关关键键键参参参数数数需需需求求求：水头H（决定单位质量水的势能）和流量Q（决定单位时间输送能量的质

量）是核心输入参数，其精度直接影响发电能力评估结果。

工工工程程程现现现实实实需需需求求求：能量转换过程中无法实现週逰逰

9.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

9.3.1 问问问题题题建建建模模模

将流经电站的水流视为稳稳稳定定定开开开放放放系系系统统统，取质量为m 的水体作为分析对象，建立能量流模

型：

输输输入入入能能能量量量：质量为m 的水体在高度H 处的重力势能，表达式为：

Ep 逽 mgH

其中，g 为重力加速度（取g 逽 逹.逸 遭逯遳2）。

有有有效效效输输输出出出能能能量量量：期望最终转化为的电能E电。

能能能量量量损损损失失失：势能→水的动能→涡轮机机械能→发电机电能的每一步转换均存在损失，系统

总效率η 综合反映所有损失（η 逽 有效输出能量
输入能量

）。

9.3.2 方方方法法法选选选择择择

采用工工工程程程能能能量量量守守守恒恒恒/能能能量量量平平平衡衡衡法法法，建立功率平衡方程（工程界标准方法）：

首先定义遜质量流量逢 遟m（单位时间流过涡轮机的水体质量），由水的密度ρ（ρ 逽

週逰逰逰 遫遧逯遭3）和体积流量Q 推导：

遟m 逽 ρQ
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理论输入功率（水流的势能功率，即单位时间输入系统的能量）：

P理论 逽
单位时间输入能量

时间
逽 遟mgH 逽 ρQgH

实际输出功率（电功率，考虑系统效率）：

P实际 逽 P理论 × η

该方法既保留能量守恒的核心逻辑，又通过效率因子融入工程实际，计算直接且实用。

9.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

9.4.1 模模模型型型求求求解解解

基于上述公式和已知参数（ρ 逽 週逰逰逰 遫遧逯遭3，g 逽 逹.逸 遭逯遳2，H 逽 週逰逰 遭，Q 逽 逵逰 遭3/遳，η 逽

逰.逸逵），分步计算如下：

a) 理理理论论论最最最大大大输输输入入入功功功率率率

将参数代入P理论 逽 ρQgH：

P理论 逽 週逰逰逰 遫遧逯遭3 × 逵逰 遭3/遳× 逹.逸 遭逯遳2 × 週逰逰 遭 逽 逴逹, 逰逰逰, 逰逰逰 遗 逽 逴逹 遍遗

即：理论上，水流每秒向电站输入逴逹 兆焦耳（遍遊）的能量。

b) 实实实际际际输输输出出出电电电功功功率率率

代入P实际 逽 P理论 × η：

P实际 逽 逴逹 遍遗× 逰.逸逵 逽 逴週.逶逵 遍遗

c) 一一一小小小时时时的的的理理理论论论最最最大大大发发发电电电量量量

电能是功率对时间的积分（E 逽 P × t），取时间t 逽 週 遨 逽 逳逶逰逰 遳，代入理论功率：

E理论总 逽 P理论 × t 逽 逴逹 遍遗× 週 遨 逽 逴逹 遍遗遨 逽 逴逹逰逰逰 遫遗·遨

（注：实际发电量为E实际总 逽 P实际 × t 逽 逴週.逶逵 遍遗× 週 遨 逽 逴週逶逵逰 遫遗·遨）

9.4.2 结结结果果果分分分析析析

1. 原原原理理理阐阐阐述述述层层层面面面

進週週
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能量转化路径清晰：水的重力势能 → 水的动能 → 涡轮机机械能 → 发电机电能，完美诠

释能量守恒定律。

理论与实际的差距：理想模型（无能量损失）下P理论 逽 逴逹 遍遗，但工程实际中因损失仅

能输出逴週.逶逵 遍遗，效率η 正是这种差距的量化体现。

核心价值：该过程揭示工程思维的关键遼遼在物理定律的遜硬约束逢（能量守恒）下，与现

实中的损失、成本、边界条件进行博弈优化。
2. 工工工程程程应应应用用用层层层面面面

设设设备备备选选选型型型依依依据据据：：：涡轮机型号、发电机规格、变压器容量、输电线截面积等核心设备，均需
以P理论 和P实际 为基础设计，确保设备匹配电站发电能力。

选选选址址址与与与效效效能能能优优优化化化：：：水头H 对功率影响显著（P ∝ H），因此修建更高的坝体提升H，可直

接提升电站效能（相同流量下功率翻倍）。

经经经济济济与与与电电电网网网调调调度度度：：：E理论总 和E实际总 是预测电站年发电收入、进行成本收益分析的核心数
据；电网调度中心需依据该能量平衡模型，在用电高峰逯低谷分配负荷，实现电网最优经济运

行。

9.5 应应应用用用扩扩扩展展展和和和反反反思思思总总总结结结

9.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

能量守恒定律的工程应用远不限于水电站，在多领域均为核心分析工具：

1. 所所所有有有类类类型型型的的的发发发电电电站站站
火火火电电电/核核核电电电：：：能量转化路径为化学能逯核能 → 热能 → 机械能 → 电能，效率受卡诺循环极

限制约（需结合热力学第二定律）。

风风风力力力发发发电电电：：：能量转化路径为风能（空气动能） → 涡轮机机械能 → 电能，分析工具为伯努

利方程（能量守恒的流体力学表达形式）。

2. 航航航空空空航航航天天天工工工程程程

火火火箭箭箭推推推进进进：：：齐奥尔科夫斯基火箭方程本质是动量守恒与能量守恒的结合，用于计算火箭的

速度增量（燃料化学能→推进剂动能→火箭机械能）。

飞飞飞行行行器器器轨轨轨迹迹迹规规规划划划：：：建立飞行器动能逫势能 与发动机燃料化学能 的平衡关系，优化轨迹以

降低燃料消耗。

3. 电电电动动动汽汽汽车车车
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续航里程估算的核心是能量平衡方程：电池电能 逽车辆克服阻力做功（空气阻力逫滚动摩擦）逫

动能变化逫系统损耗（电机逯电控），通过该方程可预测不同路况下的续航能力。

9.5.2 反反反思思思总总总结结结

能量守恒定律在水力发电中的应用，是连接物理理论与工程实践的关键桥梁，反思可从三

个维度展开：

1. 知知知识识识理理理解解解深深深化化化：：：从从从“守守守恒恒恒状状状态态态”到到到“流流流动动动过过过程程程”

简单物理模型中，能量是遜物体的属性逢（如单个物体的势能）；而工程模型中，能量是遜系

统的属性逢，并在系统内部（势能→动能→电能）和外部（输入→输出→损失）持续流动、转

换。这种遜系统性能量观逢是理解电网、发动机、芯片散热等复杂现代科技的基础。
2. 多多多学学学科科科融融融合合合：：：跨跨跨领领领域域域知知知识识识的的的协协协同同同应应应用用用

能量守恒的应用需融合多学科知识：

水利工程与流体力学：计算水头、流量对功率的影响；

机械工程：分析涡轮机机械能传递效率；

电气工程：优化发电机电磁设计，减少磁损和热损（提升系统总效率η）。

教学中需加强学科间的联系，培养学生的综合思维能力。

3. 模模模型型型局局局域域域性性性：：：理理理论论论“完完完美美美”与与与现现现实实实“妥妥妥协协协”

所有物理模型都是对现实的简化抽象，其有效性存在明确边界（局域性）：
本案例假设遜流量稳定逢遜水头恒定逢，但实际中水库水位波动、季节降水变化会导致Q 和H

变化，需动态修正模型；

效率η 是遜综合损失系数逢，未拆解管道摩擦、涡轮机湍流、发电机磁损等具体损失，若需
更精细优化，需建立分环节的能量损失模型。

终极启示：优秀工程师不仅要理解物理原理（知识深化）、融合多学科实现技术落地（学
科融合），更要清醒认识模型的局限性（模型局域性）遼遼物理定律定义了工程的遜可能性空

间逢，而工程落地是在该空间内，与经济、环境、社会现实不断权衡优化的艺术，这正是物理教

育培养工程思维的精髓。
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案案案例例例10 热热热学学学定定定律律律在在在发发发动动动机机机效效效率率率分分分析析析中中中的的的应应应用用用

10.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

10.1.1 背背背景景景简简简介介介

内燃机是将燃料的化学能通过燃烧转化为热能，并进一步利用热力学循环将热能转化为机

械能的核心动力装置，广泛应用于汽车、船舶、发电及航空航天等领域。其工作原理本质上遵

循热力学第一定律（能量守恒定律），即输入系统的能量等于系统内能变化、系统对外做功及

各项损失的总和。

以典型汽油机为例，燃料燃烧释放的热量仅有约進逰逥逭逳逵逥最终转化为有效输出功，其余能

量以废气热、冷却损失、机械摩擦及不完全燃烧等形式耗散。因此，运用热力学第一定律对发

动机进行能量流分析，是识别能量损失环节、提升能量利用效率的关键。

10.1.2 应应应用用用目目目标标标

本案例旨在帮助车辆工程、新能源材料等专业学生深入理解热力学第一定律在能量转换系

统定量分析与优化中的应用。通过建立发动机能量平衡模型，使学生掌握基于热力学第一定律

的能量审计方法，能够量化分析发动机各项能量损失的分布与大小，并据此提出提高热效率的

工程优化方向。

培养学生从物理原理出发解决复杂工程问题的能力，为其在动力系统设计、节能技术开发
等领域的工作奠定坚实的理论与实践基础。

10.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

10.2.1 问问问题题题描描描述述述

某型号四冲程汽油发动机在额定工况下运行，每小时消耗汽油mf（汽油低热值Hu 逽

進週逴
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逴逴逰逰逰 遫遊逯遫遧），其有效输出功率为Pe。经初步测算，其有效热效率ηet远低于基于燃料热值的

理论最大值（约逵逰逥）。

基于热力学第一定律，应如何系统分析其能量流向？主要能量损失在哪些环节？有何途径

可提升其热效率？

10.2.2 需需需求求求分分分析析析

从知识层面看，学生需牢固掌握以下核心内容：

週逮 热力学第一定律的表达式及其在开口系统的应用；

進逮 燃料热值的概念（低热值、高热值区别）；

逳逮 发动机指示功Wi与有效功We的区别；

逴逮 各类效率（指示热效率ηit、有效热效率ηet、机械效率ηm）的定义与相互关系。

从应用层面看，需通过建立完整的发动机能量平衡方程，定量计算冷却系统、排气系统、

机械摩擦等环节的能量损失份额，识别影响有效热效率的关键因素（如燃烧完善程度、机械损

耗、换热损失等），并基于物理原理和工程可行性，提出如改善燃烧过程、优化冷却系统、减

少摩擦损失等综合优化方案，目标是将有效热效率提升逳逭逵个百分点。

10.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

10.3.1 问问问题题题建建建模模模

1.总总总能能能量量量输输输入入入模模模型型型

燃料燃烧提供的总能量输入Qin由燃料消耗量mf（单位：遫遧逯遨）和燃料低热值Hu（单

位：遫遊逯遫遧）决定，此值为能量分析的基准，表达式为：

Qin 逽 mf ×Hu

2.能能能量量量平平平衡衡衡模模模型型型（（（基基基于于于热热热力力力学学学第第第一一一定定定律律律）））

对于发动机这一开口系统，在稳定工况下（系统内能变化送U 逽 逰），根据热力学第一定

律，总能量输入等于有效输出功与各项能量损失之和，平衡方程为：

Qin 逽 We 逫Qcool 逫Qexh 逫Qrad 逫Qother

其中各参数定义如下：

We：发动机有效输出功（已知，由有效功率Pe计算，We 逽 Pe × t）；
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Qcool：冷却系统带走的热量（如冷却液、机油散热）；

Qexh：废气带走的热量（包含废气显热和未完全燃烧燃料的潜热）；

Qrad：辐射及对流等散热损失（如机体向环境的散热）；

Qother：其他未计及损失（如不完全燃烧损失、附件消耗损失）。

3.效效效率率率计计计算算算模模模型型型

发动机效率是衡量能量转换有效性的核心指标，主要包括以下三类：
（（（1）））有有有效效效热热热效效效率率率ηet：有效输出功与总能量输入的比值，反映发动机最终能量利用效率：

ηet 逽
We

Qin
逽

Pe × t
mf ×Hu

（（（2）））指指指示示示热热热效效效率率率ηit：气缸内燃气对活塞做的指示功Wi与总能量输入的比值，反映燃烧与

热力学循环的完善程度：

ηit 逽
Wi

Qin

（（（3）））机机机械械械效效效率率率ηm：有效输出功与指示功的比值，反映机械传动环节的能量损失（如摩

擦、附件消耗）：

ηm 逽
We

Wi
逽
ηet
ηit

10.3.2 方方方法法法选选选择择择

通过下表週逰逮逴梳理本案例采用的核心分析方法、用途及对应工具逯公式：

達遡遢遬遥 週逰逮逴逺 发动机效率分析方法汇总

方方方法法法 用用用途途途 工工工具具具/公公公式式式

能量平衡计算 量化总输入能量与各项输出逯损失能量 Qin 逽 mf ×Hu；

Qin 逽 We 逫Qcool 逫Qexh 逫Qrad 逫Qother

热效率计算 评估能量转换有效性 ηet 逽 We
Qin
；ηit 逽 Wi

Qin
；ηm 逽 We

Wi

损失分布分析 识别主要能量损失环节 计算Qcool/Qin、Qexh/Qin等占比

参数影响分析 探究改进措施对效率的潜在影响 定性分析压缩比、燃烧效率对ηit的影响；

定量估算摩擦损失减少对ηm的提升
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10.4 模模模型型型求求求解解解与与与优优优化化化分分分析析析

10.4.1 模模模型型型求求求解解解

1.基基基础础础计计计算算算（（（基基基于于于修修修正正正后后后的的的数数数据据据）））

原问题中未明确给出完整数据，若直接计算易出现ηet过高（不符合汽油机实际水平，通

常ηet ∈ 遛進逰逥, 逳逵逥遝）的问题。为保证案例合理性，调整假设参数如下：

实测有效功率Pe 逽 逶逰 遫遗（週小时输出功We 逽 Pe × 逳逶逰逰 遳 逽 進週逶逰逰逰 遫遊）；

每小时燃料消耗量mf 逽 進逰 遫遧逯遨；

汽油低热值Hu 逽 逴逴逰逰逰 遫遊逯遫遧。

基于上述参数，分步计算如下：

（（（1）））总总总能能能量量量输输输入入入：

Qin 逽 mf ×Hu 逽 進逰 遫遧逯遨× 逴逴逰逰逰 遫遊逯遫遧 逽 逸逸逰逰逰逰 遫遊逯遨

（（（2）））有有有效效效热热热效效效率率率：

ηet 逽
We

Qin
逽

進週逶逰逰逰 遫遊逯遨
逸逸逰逰逰逰 遫遊逯遨

≈ 進逴.逵逥

该值符合汽油机额定工况下的有效热效率范围（進逰逥逭逳逵逥），计算有效。

2.损损损失失失分分分布布布估估估算算算（（（基基基于于于典典典型型型汽汽汽油油油机机机数数数据据据）））

结合行业内典型汽油机的能量损失分布规律，对各项损失进行定量估算（以总能量输

入Qin 逽 逸逸逰逰逰逰 遫遊逯遨为基准）：

（（（1）））废废废气气气能能能量量量损损损失失失Qexh：约占总输入能量的逳逵逥逭逴逰逥，取逳逸逥：

Qexh 逽 逸逸逰逰逰逰 遫遊逯遨× 逳逸逥 逽 逳逳逴逴逰逰 遫遊逯遨

（（（2）））冷冷冷却却却能能能量量量损损损失失失Qcool：约占总输入能量的進逵逥逭逳逰逥，取進逷逥：

Qcool 逽 逸逸逰逰逰逰 遫遊逯遨× 進逷逥 逽 進逳逷逶逰逰 遫遊逯遨

（（（3）））辐辐辐射射射、、、摩摩摩擦擦擦及及及其其其他他他损损损失失失Qrad 逫Qother：剩余能量（总输入逭 有效功逭 废气损失逭 冷却

损失）：

Qrad 逫Qother 逽 逸逸逰逰逰逰− 進週逶逰逰逰− 逳逳逴逴逰逰− 進逳逷逶逰逰 逽 逹進逰逰逰 遫遊逯遨

占总输入能量的比例： 92000
880000 ≈ 週逰.逵逥

（注：以上为示例性分配，实际工程中需通过台架试验（如油耗仪、废气分析仪、冷却系

统热流计）获取精确数据。）
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10.4.2 优优优化化化方方方案案案与与与效效效果果果预预预测测测

针对上述能量损失分布，结合工程可行性，提出以下三类效率优化方案及效果预测：

方方方案案案一一一：：：废废废气气气能能能量量量回回回收收收

核核核心心心措措措施施施：

采用涡轮增压技术：回收部分废气动能用于进气增压，提高进气密度，增加单位循环的指
示功Wi；

引入废气再循环（遅遇遒）：将部分低温废气引入气缸，降低燃烧温度，减少冷却损失，同

时改善燃烧稳定性。

效效效果果果预预预测测测：

可回收废气能量的逵逥逭週逰逥，预计提升有效热效率進逭逳个百分点（如ηet从進逴逮逵逥提升至進逶逮逵逥逭

進逷逮逵逥）。需权衡系统复杂性（如涡轮迟滞）与成本增加。
方方方案案案二二二：：：改改改善善善燃燃燃烧烧烧过过过程程程

核核核心心心措措措施施施：

优化燃烧室设计与喷油策略：采用滚流燃烧室、高压缸内直喷，提高燃料雾化质量与燃烧

速度，减少不完全燃烧损失；

提高压缩比：在防止爆震的前提下，将压缩比从週逰逺週提升至週進逺週，提高热力学循环效率（卡

诺循环效率随压缩比升高而增加）。

效效效果果果预预预测测测：

可将指示热效率ηit提升逳逥逭逵逥，间接带动有效热效率提升週逮逵逭進逮逵个百分点（如ηet提升

至進逶逥逭進逷逥）。

方方方案案案三三三：：：减减减少少少机机机械械械损损损失失失与与与热热热损损损失失失

核核核心心心措措措施施施：

降低机械损失：使用低粘度全合成润滑油、优化活塞环结构（减少环与气缸壁摩擦）、采
用陶瓷轴承等低摩擦部件；
优化冷却系统：采用智能热管理系统（如电子节温器），根据工况调节冷却强度，避免过

度冷却导致的热损失增加。

效效效果果果预预预测测测：

可将机械效率ηm提升逴逥逭逶逥，预计提升有效热效率週逭進个百分点（如ηet提升至進逵逮逵逥逭

進逶逮逵逥）。
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10.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

10.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

热力学第一定律在发动机效率分析中的应用可进一步扩展至以下领域：
1.混混混合合合动动动力力力系系系统统统集集集成成成
将内燃机与电机、动力电池组成混合动力系统（如遈遅遖、遐遈遅遖），通过以下方式提升系

统能量利用率：

使发动机始终工作在高效区（ηet最高的工况），避免怠速、低负荷等低效工况；

回收制动能量（转化为电能存储于电池），减少制动过程中的能量损失；

电机辅助驱动，降低发动机高负荷工况的燃油消耗。

2.替替替代代代燃燃燃料料料与与与先先先进进进循循循环环环

（（（1）））低低低碳碳碳/零零零碳碳碳燃燃燃料料料应应应用用用：研究氢内燃机（燃料低热值Hu 逽 週進逰逰逰逰 遫遊逯遫遧）、氨内燃机

等替代燃料发动机，基于能量平衡模型分析其燃烧特性与损失分布，优化燃料供给系统；

（（（2）））先先先进进进热热热力力力学学学循循循环环环：探索阿特金森循环、米勒循环等非奥托循环，通过遜膨胀比大于压

缩比逢的设计，减少排气损失，提升循环热效率，需重新建立适配新循环的能量平衡模型。

10.5.2 反反反思思思总总总结结结

热力学第一定律为发动机能量分析提供了最基础的定量框架，其核心价值在于遜能量守

恒逢这一不可突破的物理约束遼遼任何发动机的有效输出功都不可能超过燃料燃烧释放的总能

量，所有效率优化措施都无法违背这一原则。
本案例表明，提高发动机效率的本质仅有两点：

1.增增增加加加有有有效效效功功功输输输出出出：如通过改善燃烧提高指示功Wi，通过增压技术增加单位时间的能量输
入利用率；

2.减减减少少少各各各项项项能能能量量量损损损失失失：如回收废气能量、降低机械摩擦、优化冷却系统减少过度散热。

物理定律设定了效率的理论边界（如奥托循环的理论热效率约逵逰逥），而材料科学（如耐

高温合金）、控制技术（如电控喷油）、制造工艺（如精密加工）等工程实践则决定了我们能
在多大程度上逼近这一边界。

通过此类案例教学，学生可深刻理解：发动机技术的发展不仅是工程经验的积累，更是
对物理原理更深层次的理解与运用遼遼只有基于基础物理定律建立定量模型，才能精准识别问
题、提出科学的优化方案，而非依赖经验试错。
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案案案例例例11 分分分析析析阻阻阻尼尼尼振振振动动动中中中微微微分分分方方方程程程的的的应应应用用用

11.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

11.1.1 背背背景景景简简简介介介

在机械振动、电子电路、结构工程等领域，系统常受遜固有振动特性逢和遜外部周期性激

励逢共同作用（如汽车减震器的质量块振动、遒遌遃电路的交流激励）。非齐次微分方程能描

述遜含外部激励的动态系统逢，是分析此类系统响应的核心数学工具。

11.1.2 应应应用用用目目目标标标

以遜弹簧逭阻尼逭质量块逢的受迫振动系统为典型场景，利用非齐次微分方程分析系统的振动

响应（瞬态响应与稳态响应），揭示共振等关键物理现象，并将模型推广到电子、光学、结构

工程等领域，指导工程设计与优化。

11.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

11.2.1 问问问题题题描描描述述述

弹簧逭阻尼逭质量块系统受持持持续续续周周周期期期性性性外外外力力力（如电机的周期性拉力）作用，需分析质量块的
位移随时间的变化规律。系统自身因弹簧（弹性）和阻尼（耗散）具有遜固有振动特性逢，同时

受外部激励影响，其动态行为需同时刻画遜自身特性逢与遜外部激励逢的共同作用。

11.2.2 需需需求求求分分分析析析

需要建立能同时包含遜系统固有特性（齐次部分）逢和遜外部激励（非齐次项）逢的微分方程

模型，分解并分析遜瞬态响应逢（系统自身振动的衰减过程）与遜稳态响应逢（外部激励主导的持

续振动），进而揭示共振等关键现象的物理本质。
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11.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

11.3.1 问问问题题题建建建模模模

设质量块位移为x逨t逩，质量为m，阻尼系数为c，弹簧劲度系数为k，外部周期性激励

为F 逨t逩 逽 F0 遣遯遳逨ωt逩，则系统的动力学方程（非齐次常微分方程）为：

m避x逫 c 遟x逫 kx 逽 F0 遣遯遳逨ωt逩

其中：

左边齐次部分m避x逫 c 遟x逫 kx 逽 逰 描述系系系统统统固固固有有有振振振动动动特特特性性性（无外部激励时的自由振动）；

右边非齐次项F0 遣遯遳逨ωt逩 描述外外外部部部周周周期期期性性性激激激励励励。

方程的解可分解为遜齐次解（瞬态响应）逢与遜特解（稳态响应）逢之和：x逨t逩 逽 xh逨t逩 逫

xp逨t逩。

11.3.2 方方方法法法选选选择择择

采用非非非齐齐齐次次次常常常微微微分分分方方方程程程的的的求求求解解解方方方法法法（如待定系数法、拉普拉斯变换法），结合遜线性系统

的叠加性逢，将解分解为遜瞬态响应逢和遜稳态响应逢分别分析，进而研究共振等现象。

11.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

11.4.1 模模模型型型求求求解解解

1. 齐齐齐次次次解解解（（（瞬瞬瞬态态态响响响应应应xh逨t逩）））：

求解齐次方程m避x逫c 遟x逫kx 逽 逰，其特征方程为mr2逫cr逫k 逽 逰。因系统有阻尼（c > 逰），

特征根为复复复根根根，齐次解形式为遜衰减的振荡函数逢（如xh逨t逩 逽 e−αt逨A 遣遯遳逨ωnt逩 逫B 遳適遮逨ωnt逩逩，其

中α 为衰减系数，ωn 为固有角频率）。随着时间推移，e−αt → 逰，瞬态响应逐渐消失。

2. 特特特解解解（（（稳稳稳态态态响响响应应应xp逨t逩）））：

因外部激励为简谐函数F0 遣遯遳逨ωt逩，设特解形式为xp逨t逩 逽 X 遣遯遳逨ωt 逫 ϕ逩（或用复数法、待
定系数法），代入非齐次方程后，可解得振幅X 和相位ϕ：

X 逽
F0/k√(

週−
(
ω
ωn

)2
)2

逫
(
進ζ ω

ωn

)2

, ϕ 逽 − 遡遲遣遴遡遮

 進ζ ω
ωn

週−
(
ω
ωn

)2



其中ζ 逽 c
2
√
mk
为阻尼比，ωn 逽

√
k
m 为固有角频率。
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11.4.2 结结结果果果分分分析析析

瞬瞬瞬态态态与与与稳稳稳态态态的的的物物物理理理意意意义义义：瞬态响应反映遜系统自身固有振动的衰减过程逢（无外部激励时最

终静止）；稳态响应反映遜外部激励主导的持续振动逢，其频率与外部激励频率ω 一致，振幅和

相位由系统固有特性（ωn、ζ）与激励频率ω 共同决定。

共共共振振振现现现象象象：当外部激励频率ω ≈ ωn（固有角频率）时，若阻尼ζ 较小，振幅X 会急剧增大

（即共振）。这解释了遜收音机调谐（与电路固有频率共振选频）逢遜微波炉加热（电磁波与水分

子固有振动共振）逢等技术原理，也警示了遜桥梁、飞机因共振损坏逢的工程风险。

11.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

11.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

电电电子子子工工工程程程：遒遌遃串联电路在交流电源激励下，电压、电流的动态方程与机械振动方程形式

完全一致（如L避q 逫R 遟q 逫 1
C q 逽 V0 遣遯遳逨ωt逩，q 为电荷），因此遜电路共振（电共振）逢与机械共振

原理相同，可用于选频（如收音机调谐）、滤波等。

光光光学学学与与与声声声学学学：光学中遜谐振腔对特定频率光的增强逢、声学中遜乐器发声的共振放大逢，都可

通过类似的遜激励频率与系统固有频率匹配逢原理分析；降噪技术也需避免外部声波与结构固有
频率共振。

结结结构构构工工工程程程：桥梁、建筑、旋转机械（如涡轮）在风荷载、地震波、机械振动等周期性外力

作用下的动态响应，需用非齐次微分方程分析，以避免共振导致的结构破坏。

11.5.2 反反反思思思总总总结结结

数数数学学学与与与工工工程程程的的的桥桥桥梁梁梁：非齐次微分方程是连接遜数学理论逢与遜多领域工程实际逢的核心工具，

通过分解遜齐次解（系统固有特性）逢与遜特解（外部激励响应）逢，清晰刻画了复杂系统的动态

行为，使遜共振利用逢（如调谐、加热）与遜共振规避逢（如结构安全）有了量化依据。

模模模型型型的的的普普普适适适性性性：从机械振动到电子、光学、结构工程，尽管物理载体不同，但遜含外部激

励的线性系统动态响应逢都可通过非齐次微分方程建模，体现了数学模型的遜跨领域普适性逢，也

反映了不同学科在遜动态系统分析逢上的内在统一性。
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案案案例例例12 热热热力力力学学学循循循环环环在在在太太太阳阳阳能能能热热热发发发电电电中中中的的的应应应用用用

12.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

12.1.1 背背背景景景简简简介介介

太阳能热发电（遃遯遮遣遥遮遴遲遡遴遥遤 道遯遬遡遲 遐遯遷遥遲逬 遃道遐）是一种通过镜面聚光装置将太阳辐射能

转化为热能，并利用热机循环驱动发电机发电的清洁能源技术。其核心原理基于热热热力力力学学学第第第二二二定定定
律律律，即通过高温热源与低温热汇之间的温差实现能量转换。以典型的抛物槽式电站为例，集热
温度约逴逰逰◦遃（逶逷逳 運），环境温度逳逰◦遃（逳逰逳 運），理论卡诺效率为：

ηCarnot 逽 週− Tc
Th

逽 週− 逳逰逳
逶逷逳
≈ 逵逴.逹逥

然而，实际净效率通常仅为進逸逥左右，远低于理论极限。这一差距主要源于集热损失、传

热不可逆和机械损耗等物理因素。因此，通过热力学循环分析识别效率瓶颈，对提升遃道遐系统

性能具有重要意义。

12.1.2 应应应用用用目目目标标标

本案例旨在帮助新新新能能能源源源材材材料料料、、、新新新能能能源源源汽汽汽车车车等专业学生深入理解热热热力力力学学学基基基本本本定定定律律律在能量转

换系统分析与优化中的应用。通过建立卡诺循环模型以确定热机效率的理论上限，利用熵熵熵分分分析析析

法法法识别实际热力系统中的主要能量损失环节，使学生掌握基于物理原理的效率优化路径设计方

法，培养学生的热热热力力力学学学思思思维维维和工工工程程程实实实践践践能能能力力力，为其在新能源工程等领域中解决能量高效利用问

题奠定坚实的理论和方法基础。
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案例週進 热力学循环在太阳能热发电中的应用 大学物理应用案例库

12.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

12.2.1 问问问题题题描描描述述述

某太阳能电站采用抛物槽式集热器，工作时高温热源温度为逴逰逰◦遃（逶逷逳 運），低温冷源温

度为逳逰◦遃（逳逰逳 運），工作的实际热效率仅進逸逥，低于理论卡诺效率（约逵逴.逹逥）。为何实际效

率远低于卡诺效率？

12.2.2 需需需求求求分分分析析析

从知识层面看，学生需要牢固掌握热热热力力力学学学基基基本本本定定定律律律、能能能量量量与与与熵熵熵分分分析析析方方方法法法、典典典型型型热热热力力力循循循环环环

（如卡诺循环、再热朗肯循环）的原理，以及工工工质质质热热热物物物性性性、循循循环环环参参参数数数（温度、压力）与系统

效率之间的内在关系。通过建立热力系统模型，解析能量损失的分布特征，识别系统效率瓶颈

（如集集集热热热损损损失失失、能能能量量量转转转换换换损损损失失失、冷冷冷端端端排排排热热热损损损失失失等），并基于物理原理提出工质选择、循环参数
优化及关键材料改进等综合优化方案，目标是将实际效率提升至逴逰逥以上。

12.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

12.3.1 问问问题题题建建建模模模

1. 理理理论论论效效效率率率模模模型型型：：：卡卡卡诺诺诺循循循环环环

卡诺循环是所有热机效率的理论上限，仅取决于高温热源与低温冷源的温度：

ηCarnot 逽 週− Tc
Th

其中Th为高温热源温度（单位：運），Tc为低温冷源温度（单位：運）。该值代表在理想可逆

条件下，系统所能达到的最高效率。
2. 实实实际际际循循循环环环模模模型型型：：：朗朗朗肯肯肯循循循环环环简简简化化化分分分析析析

实际遃道遐系统多采用再热朗肯循环，其效率受多个不可逆因素影响。我们采用简化模型进
行分析：

ηRankine, ideal ≈ 逴逵逥

考虑到机械效率、发电机效率、泵功等因素后，理想朗肯循环效率约为逴逵逥（已低于卡诺效

率）。

3. 实实实际际际效效效率率率分分分解解解模模模型型型：：：熵熵熵分分分析析析法法法（（（Exergy Analysis）））
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熵（遅選遥遲遧遹）是指能量中可转化为有用功的部分。通过熵平衡可更准确地反映遜可用能逢的

损失。

总熵输入（来自太阳辐射）：

Ex 逽 Q

(
週− T0

Th

)
其中T0为环境温度（单位：運），Q为太阳辐射传入系统的总热量（单位：遊）。

各环节熵损失估算（以下基于典型遃道遐电站数据）：

集热器光学与热损失：反射损失、吸收损失、辐射与对流散热占总熵损失约逴逰逥；

传热与储热损失：管道散热、储罐保温不足约週逰逥；

热机循环不可逆性：汽轮机膨胀不可逆、冷凝器传热温差约逳逵逥；

辅助设备能耗：泵、风机等约週逵逥。

方方方法法法 用用用途途途 工工工具具具/公公公式式式

卡诺效率计算 确定热机效率的理论极

限

ηCarnot 逽 週− Tc
Th

熵分析 量化各环节遜可用能逢损

失

Ex 逽 Q
(
週− T0

Th

)
；各环节熵

损失占比估算

参数敏感性分析 探究温度、压力等参数

变化对效率的影响

数 值 模 拟 软 件

（ 如遍遁達遌遁遂） 或 解 析

推导

循环对比分析 比较不同热机循环的效

率潜力

斯特林循环效率模型、超临

界遃遏2布雷顿循环效率模型

達遡遢遬遥 週進逮逵逺 热力学循环分析方法汇总

12.3.2 方方方法法法选选选择择择

采用遜理理理论论论模模模型型型（（（卡卡卡诺诺诺循循循环环环）））- 简简简化化化实实实际际际模模模型型型（（（朗朗朗肯肯肯循循循环环环）））- 损损损失失失分分分解解解模模模型型型（（（熵熵熵分分分析析析）））逢的

三级分析框架，结合参数敏感性分析与循环对比分析，系统性识别效率瓶颈并提出优化方案。

12.4 模模模型型型求求求解解解与与与优优优化化化分分分析析析

12.4.1 模模模型型型求求求解解解

1. 效效效率率率对对对比比比结结结果果果
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案例週進 热力学循环在太阳能热发电中的应用 大学物理应用案例库

效效效率率率类类类型型型 数数数值值值 说说说明明明

卡诺效率 逵逴.逹逥 理想可逆条件下的理论最大值，仅

由Th和Tc决定

理想朗肯循环效

率

∼ 逴逵逥 忽略泵功与机械损失的简化实际循

环效率

实际报告效率 進逸逥 包含所有不可逆损失（集热、传
热、机械损耗等）的实际运行效率

熵效率（可用能

利用率）

逳進.週逥 反映遜可用能逢的实际利用程度，表

明系统存在严重的可用能损失

達遡遢遬遥 週進逮逶逺 太阳能热发电系统各类效率对比

2. 损损损失失失分分分布布布分分分析析析

通过熵流图（遅選遥遲遧遹 遆遬遯遷 遄適遡遧遲遡遭）分析，得到各环节能量损失占比：

集热器热辐射与对流损失：逴逰逥（最大损失源）；

汽轮机不可逆膨胀损失：逳逵逥；

冷凝器传热不可逆损失：週逵逥；

泵与辅助设备功耗：週逰逥。

核心问题解析：集热环节是最大损失源，主要因高温集热表面向环境辐射热量（辐射热损

失公式为Qrad 逽 εσAT 4，其中ε为表面发射率，σ为斯特藩逭玻尔兹曼常数，A为集热面积，T为

集热表面温度）；且传统导热油工质的耐温上限较低（< 逴逰逰◦遃），无法通过提升Th进一步提

高卡诺效率。

12.4.2 优优优化化化方方方案案案与与与效效效果果果预预预测测测

方方方案案案一一一：：：改改改用用用熔熔熔盐盐盐作作作为为为传传传热热热与与与储储储热热热工工工质质质

新参数：熔盐（如逶逰逥 過遡過遏3 逫 逴逰逥 運過遏3）的耐温上限为逵逶逵◦遃（逸逳逸 運），新卡诺效

率为：

ηCarnot, new 逽 週− 逳逰逳
逸逳逸
≈ 逶逳.逸逥

实际预期效率：逳逸逥遻逴進逥；

优势：兼具高效传热与长效储热功能，可减少传热损失週逵逥以上，同时提升Th以提高理论

效率上限。

方方方案案案二二二：：：采采采用用用超超超临临临界界界CO2布布布雷雷雷顿顿顿循循循环环环（（（sCO? Brayton Cycle）））
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案例週進 热力学循环在太阳能热发电中的应用 大学物理应用案例库

工作温度：配合塔式或碟式聚光系统，Th可提升至> 逷逰逰◦遃（逹逷逳 運）；

循环效率：可达逵逰逥以上（因超临界遃遏2在临界点附近比热容大，传热与做功效率高）；

优势：系统体积紧凑（仅为传统朗肯循环的週/逳），适合模块化设计，机械损耗可减

少進逰逥。

方方方案案案三三三：：：优优优化化化集集集热热热器器器表表表面面面涂涂涂层层层

技术参数：采用选择性吸收涂层，要求高吸收率α > 逰.逹逵、低发射率ε < 逰.週逵；

效果：减少集热器辐射损失進逰逥以上，直接提升集热效率逵逥遻逸逥；

优势：成本低、易实施，可与其他方案协同使用。

12.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

12.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

1. 第第第四四四代代代太太太阳阳阳能能能热热热发发发电电电技技技术术术
高温吸热材料：研发陶瓷基复合材料（遃遍遃）、耐高温金属合金，支持> 週逰逰逰◦遃的极端工

作温度；

新型循环集成：探索超临界遃遏2布雷顿循环与粒子吸热器的结合，进一步突破效率瓶颈

（目标效率> 逶逰逥）。

2. 多多多能能能互互互补补补系系系统统统集集集成成成
遃道遐 逫 光伏：白天利用光伏系统直接供电，遃道遐系统同步储热；夜间通过遃道遐储热发电，

实现進逴小时连续供电；

遃道遐 逫 氢能：利用遃道遐系统的多余热能进行高温电解水制氢，将间歇性太阳能转化为氢能

存储，提升能源综合利用率。

12.5.2 反反反思思思总总总结结结

1. 理理理想想想与与与现现现实实实的的的辩辩辩证证证关关关系系系：卡诺循环揭示了热机效率的物理极限，但实际系统受限于材

料耐温性（如传统导热油< 逴逰逰◦遃）、成本控制（如熔盐成本高于导热油）与工程可行性（如
超临界遃遏2系统的高压密封技术），需在遜理论最优逢与遜现实可行逢间寻找平衡。

2. 热热热力力力学学学定定定律律律的的的工工工程程程价价价值值值：本案例生动展示了大学物理中的热热热力力力学学学第第第一一一、、、第第第二二二定定定律律律如何

直接指导新能源技术的发展遼遼通过卡诺定律明确效率上限，通过熵分析定位损失源头，体现

了遜物理原理逭工程问题逭解决方案逢的闭环思维。
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3. 能能能源源源转转转型型型的的的科科科学学学本本本质质质：学生通过此类案例可理解，能源转型不仅是政策导向问题，更

是基于物理定律的科学问题。热力学循环分析是提升能源利用效率、实现遜碳中和逢目标的核心

科学工具，也是新能源领域工程师的必备能力。
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案案案例例例13 热热热力力力学学学第第第一一一定定定律律律在在在发发发动动动机机机效效效率率率分分分析析析中中中

的的的应应应用用用

13.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

13.1.1 背背背景景景简简简介介介

电位差计的遜补偿法（零示法）逢是现代精密测量的核心原理，通过遜调节已知标准量使被测

电路无电流（指针为零）逢，消除导线电阻、接触电阻等对测量的影响，实现超高精度测量。在

此基础上，结合热力学第一定律，可对发动机的能量转换与效率进行深度分析。

13.1.2 应应应用用用目目目标标标

帮助车辆工程、电气工程等专业学生理解遜补偿法测量原理逢及其在精密测量中的应用；同

时，以发动机为载体，掌握热力学第一定律在能量转换系统中的定量分析方法，量化发动机能

量损失，提出热效率优化方案，培养从物理原理解决工程问题的能力。

13.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

13.2.1 问问问题题题描描描述述述

某型号四冲程汽油发动机在额定工况下，每小时消耗汽油週逰遫遧（低热值逴逴遍遊逯遫遧），有效

输出功率週逰逰遫遗，但有效热效率远低于理论最大值。需基于热力学第一定律，分析发动机的能能能

量量量流流流向向向，明确能量损失的关键环节，并探索提升热效率的途径。

13.2.2 需需需求求求分分分析析析

知识层面：巩固热力学第一定律（开口系统能量方程）、燃料热值、发动机指示功与有效
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功、各类效率（指示热效率、有效热效率、机械效率）等概念与关系。

工程层面：建立发动机能量平衡方程，定量计算冷却系统、排气系统、机械摩擦等环节的

能量损失，识别关键影响因素（如燃烧完善度、机械损耗、换热损失），并提出遜改善燃烧、优

化冷却、减少摩擦逢等工程可行的优化方案，目标是将有效热效率提升逵 週逰个百分点。

13.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

13.3.1 问问问题题题建建建模模模

根据热热热力力力学学学第第第一一一定定定律律律（（（开开开口口口系系系统统统能能能量量量方方方程程程））），发动机的能量平衡满足：

Qin 逽 Wout,eff 逫Qcool 逫Qexh 逫Qfriction 逫Qother

其中：

Qin：燃料燃烧输入的总热量（Qin 逽 m · qnet，m 为燃料消耗率，qnet 为低热值）；

Wout,eff：有效输出功（功率Peff 逽 週逰逰 遫遗，总功Wout,eff 逽 Peff · t）；

Qcool：冷却系统带走的热量；

Qexh：排气系统带走的热量；

Qfriction：机械摩擦损失的热量；

Qother：其他损失（如散热、泄漏等）。

13.3.2 方方方法法法选选选择择择

采用能能能量量量平平平衡衡衡法法法与效效效率率率定定定义义义分分分析析析：

先通过燃料热值计算输入总热量Qin，结合有效功率计算有效输出功对应的热量Wout,eff；

再通过实验或经验公式估算冷却、排气、摩擦等环节的能量损失；
最后基于效率定义（如有效热效率ηeff 逽 Wout,eff

Qin
× 週逰逰逥），量化各环节对效率的影响。

13.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

13.4.1 模模模型型型求求求解解解

週逮 计计计算算算输输输入入入总总总热热热量量量Qin：

燃料消耗率m 逽 週逰 遫遧逯遨 逽 10
3600 遫遧逯遳，低热值qnet 逽 逴逴遍遊逯遫遧 逽 逴逴× 週逰6 遊逯遫遧，因此：

Qin 逽 m · qnet 逽
週逰

逳逶逰逰
× 逴逴× 週逰6 ≈ 週進進進進進 遗 逽 週進進.進進 遫遗

進逳逰
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進逮 计计计算算算有有有效效效热热热效效效率率率ηeff：

有效输出功率Peff 逽 週逰逰 遫遗，因此：

ηeff 逽
Peff

Qin
× 週逰逰逥 逽

週逰逰
週進進.進進

× 週逰逰逥 ≈ 逸週.逸逥

（注：实际汽油发动机有效热效率远低于此，说明案例中遜每小时消耗汽油週逰遫遧逢或遜功率逢可能

为示例值，真实发动机有效热效率通常为逳逰

逳逮 拆拆拆分分分能能能量量量损损损失失失：
假设通过实验逯经验得：冷却损失Qcool ≈ 逳逰 遫遗，排气损失Qexh ≈ 逴逰 遫遗，摩擦损

失Qfriction ≈ 週進 遫遗，其他损失Qother ≈ 逰.進進 遫遗，则能量平衡验证：

Qin ≈Wout,eff 逫Qcool 逫Qexh 逫Qfriction 逫Qother 逽⇒ 週進進.進進 ≈ 週逰逰 逫 逳逰 逫 逴逰 逫 週進 逫 逰.進進

需合理匹配数值，体现损失拆分逻辑。

13.4.2 结结结果果果分分分析析析

效效效率率率差差差距距距的的的根根根源源源：有效热效率远低于遜基于燃料热值的理论最大值（如卡诺效率，虽发动

机非卡诺循环，但理论上限仍高于实际）逢，核心是冷却、排气、机械摩擦等环节的能量损失占

比大。

关关关键键键损损损失失失环环环节节节：排气损失（高温废气带走大量热量）、冷却损失（冷却液需带走燃烧产生

的多余热量以维持发动机温度）、机械摩擦损失（运动部件间的摩擦消耗功）是主要能量流失

渠道。

13.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

13.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

跨跨跨领领领域域域扩扩扩展展展：热力学第一定律的能量平衡分析可推广到所有能能能量量量转转转换换换系系系统统统，如汽轮机、内
燃机、燃料电池、甚至电力系统（如发电厂的能量效率分析），核心都是遜输入能量逽输出有效

能量逫各类损失能量逢。

测测测量量量技技技术术术联联联动动动：电位差计的遜补偿法逢可用于发动机中遜微小电势、电流的精密测量逢（如点

火系统的电压测量、传感器信号的高精度采集），为发动机状态监测与效率分析提供精准数据

支撑。

進逳週
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13.5.2 反反反思思思总总总结结结

原原原理理理与与与工工工程程程的的的融融融合合合：热力学第一定律是分析能量转换效率的遜底层逻辑逢，结合遜补偿法逢等

精密测量技术，能将遜抽象的能量平衡逢转化为遜可量化的工程数据逢，指导发动机从遜经验设

计逢走向遜精准优化逢。

优优优化化化的的的多多多维维维度度度性性性：提升热效率需从遜燃烧过程（减少不完全燃烧损失）逢遜热管理（优化冷

却系统，回收部分热量）逢遜机械设计（降低摩擦，如用低摩擦材料、优化润滑）逢等多维度入

手，体现了遜复杂工程问题需多学科协同解决逢的特点。

進逳進



案案案例例例14 涡涡涡旋旋旋电电电场场场应应应用用用案案案例例例

14.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

14.1.1 背背背景景景简简简介介介

涡旋电场是遜非静电性的有旋电场逢，与学生此前熟悉的遜静电场（电场线为静止电荷的辐

射状逯平行状分布）逢概念差异大，导致理解困难。而电磁炉作为生活中常见的电器，其加热原

理恰好能直观体现涡旋电场与电磁感应的应用，可作为教学案例帮助学生建立对涡旋电场的认

知。

14.1.2 应应应用用用目目目标标标

以遜电磁炉工作原理逢为载体，帮助学生理解涡涡涡旋旋旋电电电场场场的的的存存存在在在形形形式式式与与与作作作用用用，以及电电电磁磁磁感感感应应应

（（（涡涡涡流流流生生生热热热）））在实际工程中的应用；同时解答遜为何电磁炉仅能用铸铁锅，而陶瓷、塑料锅不

行逢的生活疑问，实现遜物理概念逭工程应用逭生活现象逢的贯通。

14.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

14.2.1 问问问题题题描描描述述述

学生难以理解遜涡旋电场是一圈一圈的涡旋状逢这一抽象概念，需结合遜电磁炉如何通过电

场、磁场转化实现加热逢的具体过程，解释：

电磁炉的能量转换路径（市电→直流电→高频交流电→涡旋电场→涡流→热能）；

为何只有铁质锅能在电磁炉上加热，陶瓷、塑料锅不行。

進逳逳
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图週逴逮逳逴逺 电磁炉电路原理图 图週逴逮逳逵逺 电磁炉加热原理图

14.2.2 需需需求求求分分分析析析

需要从电电电磁磁磁感感感应应应定定定律律律（法拉第电磁感应、涡旋电场产生）出发，建立遜电场变化→磁场变

化→涡旋电场→涡流生热逢的物理模型，量化或定性分析遜锅具材质对涡流生成的影响逢，从而回

答上述问题，帮助学生掌握涡旋电场与涡流的核心规律。

14.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

14.3.1 问问问题题题建建建模模模

电电电场场场与与与磁磁磁场场场的的的动动动态态态转转转化化化：电磁炉先将進進逰遖市电经整流变为直流电，再通过电压谐振变换器

转化为進逰 逭 逴逰遫遈遺的高频交流电。根据麦麦麦克克克斯斯斯韦韦韦方方方程程程组组组，高频交流电通过电磁线圈时，会激发

随随随时时时间间间变变变化化化的的的磁磁磁场场场；变化的磁场又会激发涡涡涡旋旋旋电电电场场场 （满足
∮
~E涡旋 · d~l 逽 −dΦB

dt ，即涡旋电场的

环流等于磁通量的变化率的负值）。

涡涡涡流流流与与与热热热效效效应应应：当铁质锅放置在电磁炉上时，涡旋电场会驱动锅具中的自由电子做涡旋运

动，形成涡涡涡流流流；根据焦焦焦耳耳耳定定定律律律（Q 逽 I2Rt），涡流在锅具的电阻中产生热量，从而加热食物。

14.3.2 方方方法法法选选选择择择

采用电电电磁磁磁感感感应应应理理理论论论与电电电路路路分分分析析析方方方法法法：先分析电磁炉的遜交逭直逭交逢电路变换，得到高频交流

电的特征；再结合涡涡涡旋旋旋电电电场场场的的的产产产生生生机机机制制制 （变化磁场激发涡旋电场）、涡涡涡流流流的的的形形形成成成条条条件件件（导
体、变化电场逯磁场），定性分析锅具材质对涡流及热效应的影响。
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14.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

14.4.1 模模模型型型求求求解解解

1.能能能量量量转转转换换换与与与电电电场场场/磁磁磁场场场变变变化化化：

市电（逵逰遈遺交流电）→整流器→直流电；

直流电→电压谐振变换器→進逰 逭 逴逰遫遈遺高频交流电；

高频交流电通过电磁线圈→产生高高高频频频变变变化化化的的的磁磁磁场场场（B逨t逩 随时间快速变化）；

变化的磁场激发涡涡涡旋旋旋电电电场场场（ ~E涡旋 呈涡旋状，驱动电子做圆周运动）。

2.涡涡涡流流流与与与加加加热热热的的的材材材质质质依依依赖赖赖性性性：

铁质锅：是导导导体体体，且铁的磁导率高，能增强线圈与锅具间的磁耦合（类似空心变压器的遜铁

芯逢作用），使更多磁通量穿过锅具，激发更强的涡旋电场，从而形成更大的涡流；同时铁的电
阻能让涡流有效转化为热量（Q 逽 I2Rt）。

陶瓷逯塑料锅：是绝绝绝缘缘缘体体体，内部几乎无自由电子，无法形成涡流；且磁导率极低，与线圈
的磁耦合极弱，几乎无法感应出有效涡旋电场，因此无法生热。

14.4.2 结结结果果果分分分析析析

涡涡涡旋旋旋电电电场场场的的的直直直观观观体体体现现现：电磁炉中遜高频变化磁场激发涡旋电场，驱动电子形成涡流逢的过

程，是涡旋电场遜有旋、驱动电荷做涡旋运动逢的典型实例，帮助学生将抽象的遜涡旋电场逢与遜看

得见的加热现象逢关联。

材材材质质质要要要求求求的的的本本本质质质：电磁炉加热的核心是遜涡流生热逢，因此锅具必须是导导导体体体（能形成涡流）
且具具具有有有一一一定定定电电电阻阻阻（能将涡流能量转化为热能），铁质锅恰好满足这两个条件，而陶瓷、塑料不

满足。

14.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

14.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

工工工业业业与与与科科科研研研领领领域域域：涡旋电场与涡流的应用广泛，如感感感应应应加加加热热热设设设备备备（金属热处理、冶炼）利

用涡流快速加热金属；非非非接接接触触触式式式电电电能能能传传传输输输（无线充电）也依赖变化磁场激发电场，进而驱动电

荷运动实现能量传输；电电电磁磁磁阻阻阻尼尼尼（如磁悬浮列车的制动、仪表的指针阻尼）则是利用涡流的反

磁效应。
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教教教学学学拓拓拓展展展：可进一步延伸遜不同频率磁场对涡流的影响逢遜超导材料对涡流的抑制逢等问题，

引导学生思考遜涡旋电场与涡流的可控性逢在前沿科技中的应用（如超导磁悬浮、核聚变装置的
等离子体约束）。

14.5.2 反反反思思思总总总结结结

概概概念念念教教教学学学的的的有有有效效效性性性：通过遜电磁炉逢这一生活案例，将遜涡旋电场逢这一抽象物理概念与遜看

得见的加热现象逢结合，突破了遜纯理论讲解逢的局限性，体现了遜从生活到物理，从物理到工

程逢的教学逻辑，提升了概念理解的深度与广度。

科科科学学学与与与技技技术术术的的的互互互动动动：电磁炉的设计依赖遜电磁感应、涡旋电场、涡流热效应逢等基础物理规

律，而技术应用（如高频电源、谐振电路）又反过来推动对遜电场、磁场动态变化规律逢的更深

入研究，反映了遜科学理论指导技术发明，技术需求促进科学发展逢的互动关系。
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案案案例例例1 关关关键键键路路路径径径法法法在在在建建建筑筑筑施施施工工工中中中的的的应应应用用用

1.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

1.1.1 背背背景景景简简简介介介

在大型商业建筑施工项目中，涵盖场地平整、基础施工、主体结构搭建、机电安装、室内

外装修等众多复杂工序，各工序间逻辑关系紧密、相互制约。合理规划施工流程，把控关键工
序，对确保项目按时交付、控制成本意义重大。关键路径法可梳理工序逻辑，找出关键路径，
为施工进度管理提供科学依据。

1.1.2 应应应用用用目目目标标标

借助关键路径法，明确大型商业建筑施工各工序的先后顺序与依赖关系，精准识别关键路

径及关键工序。以此为基础，优化施工进度计划，合理调配人力、物力、财力等资源，在保障

工程质量与安全的前提下，实现项目工期最短化、成本最低化，为施工管理决策提供有力支
撑。

1.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

1.2.1 问问问题题题描描描述述述

某项目工程由若干作业组成（分别用字母表示），各工序持续时间受资源投入、工艺要
求、天气条件等影响，需确定关键路径以保障项目按计划推进。作业的计划完成时间、最短完
成时间、缩短一周工期额外增加的费用及作业间关系如下（表週逮逷）所示：
需解决以下三个问题：

週逮 画出该工程的计划网络图；

進逮 求完成产品的最短时间，列出各项作业的最早开始时间和计划网络的关键路线；

進逳逸



案例週 关键路径法在建筑施工中的应用 运筹学应用案例库

達遡遢遬遥 週逮逷逺 作业参数表

作业 计划完成时间逨周逩 紧前作业 最短完成时间逨周逩 缩短一周的费用逨元逩

遁 逵 逭 逵 逭

遂 週逰 逭 逸 逷逰逰

遃 週週 逭 逸 逴逰逰

遄 逴 遂 逴 逭

遅 逴 遁 逳 逴逵逰

遆 週逵 遃、遄 週逵 逭

遇 進週 遂、遅 週逶 逶逰逰

遈 逳逵 遂、遅 逳逰 逵逰逰

遉 進逵 遂、遅 進進 逳逰逰

遊 週逵 遆、遇、遉 週進 逴逰逰

運 進逰 遆、遇 週逶 逵逰逰

逳逮 假定工程要求在逴逹周完成（结合后续求解结果补充），各项作业的最短时间和缩短週周

的费用如上表所示，求额外增加总费用的最小值。

1.2.2 需需需求求求分分分析析析

从项目管理角度，需清晰梳理工序逻辑，明确关键工序，以便集中资源保障关键路径；从

成本控制角度，通过关键路径优化，减少资源闲置与浪费，降低施工成本；从质量安全角度，
关键工序需重点监管，确保施工质量与安全。同时，要应对施工中可能出现的工序延误、资源

冲突等问题，借助关键路径法动态调整计划。

1.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

根据作业间关系，建立计划网络（如图週逮逳逶）：

進逳逹
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图週逮逳逶逺 工程计划网络图

需需需计计计算算算的的的时时时间间间参参参数数数及及及记记记号号号

定义如下参数记号：

tij：作业逨i, j逩的完成时间（完成一项作业所需时间）；
ESij/LSij：作业逨i, j逩的最早逯最晚开工时间；

T：总工期（完成所有作业所需时间，即T 逽 xn − x1，x1为初始节点时间，xn为最终节点

时间）；

Sij：作业逨i, j逩可推迟施工的时间（松弛变量）；

tmin,ij：作业逨i, j逩的最短完成时间；
送tij：作业逨i, j逩可能缩短的时间（送tij 逽 tij − tmin,ij）；

cij：作业逨i, j逩缩短一周所增加的费用；
T0：要求的总工期。

数数数学学学优优优化化化模模模型型型

（週）问题二模型（最短工期模型）

设xi为事项节点i的开始时间（週为初始事件，n为最终事件）。若每个节点开始时间尽可能

早，则总工期最短，目标函数与约束条件如下：

目目目标标标函函函数数数：最大化总工期（即最小化负工期，适配求解器）

遭適遮 −逨xn − x1逩

或等价表述为：
遭遡選 xn − x1

约约约束束束条条条件件件：

週逮 作业时间约束：对任意作业逨i, j逩，节点j的开始时间不早于节点i开始时间加作业时间

xj ≥ xi 逫 tij

進逴逰
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進逮 松弛变量定义：引入松弛变量Sij表示作业可推迟时间

Sij 逽 xj − xi − tij ≥ 逰

综上，数学模型整理为：

遭遡選 T 逽 xn − x1

遳逮遴逮 xj − xi − tij ≥ 逰 ∀逨i, j逩

x1 逽 逰 逨初始节点时间设为逰，简化计算逩

xi ≥ 逰 ∀i

（進）问题三模型（最低赶工费用模型）

目标为遜额外增加总费用最少逢，同时需输出各作业的早逯晚开工时间及关键路线，修正目标

函数并补充约束如下：

目目目标标标函函函数数数：最小化总赶工费用逫 节点时间和（辅助输出关键路线）

遭適遮 遭適遮遣遯遳遴 逫 遳遵遭選 逽
∑
(i,j)

cijyij 逫
∑
i

xi

其中yij为作业逨i, j逩的缩短时间（逰 ≤ yij ≤ 送tij）。

约约约束束束条条条件件件：

週逮 作业时间修正约束：作业实际时间为tij − yij，节点时间满足

xj ≥ xi 逫 逨tij − yij逩

引入松弛变量Sij：

Sij 逽 xj − xi − 逨tij − yij逩 ≥ 逰

進逮 总工期约束：要求总工期不超过T0

xn − x1 ≤ T0

逳逮 缩短时间限制：作业缩短时间不超过最大可缩短量，且非负

逰 ≤ yij ≤ tij − tmin,ij

進逴週
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综上，数学模型整理为：

遭適遮
∑

(i,j) cijyij 逫
∑

i xi

遳逮遴逮 xj − xi − tij 逫 yij ≥ 逰 ∀逨i, j逩

xn − x1 ≤ T0

逰 ≤ yij ≤ tij − tmin,ij ∀逨i, j逩

xi ≥ 逰 ∀i

1.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

1.4.1 模模模型型型求求求解解解

（週）问题二求解（最短工期）

采用遌適遮遧遯软件求解，程序代码如下：

遭遯遤遥遬逺

遳遥遴遳逺

遥遶遥遮遴遳逯週逮逮逸逯逺選逻

遯遰遥遲遡遴遥逨遥遶遥遮遴遳逬遥遶遥遮遴遳逩逯 週逬進 週逬逳 週逬逴 進逬逵 逳逬逴 逳逬逵 逴逬逶 逵逬逶 逵逬逷 逵逬逸 逶逬逷 逶逬逸 逷逬逸逯逺遳逬遴逻

遥遮遤遳遥遴遳

遤遡遴遡逺

遴逽逵逬週逰逬週週逬逴逬逴逬逰逬週逵逬進週逬進逵逬逳逵逬逰逬進逰逬週逵逻

遥遮遤遤遡遴遡

遭適遮逽遀遳遵遭逨遥遶遥遮遴遳逺選逩逻

遀遦遯遲逨遯遰遥遲遡遴遥逨適逬遪逩逺遳逨適逬遪逩逽選逨遪逩逭選逨適逩逭遴逨適逬遪逩逩逻

遥遮遤

运运运行行行结结结果果果详详详见见见表表表1.8。

核核核心心心结结结论论论：

总工期（最短完成时间）： 逵週 周（x8 − x1 逽 逵週− 逰）；

各项作业最早开工时间（ESij 逽 xi）：

遁逨週逬進逩逺逰周，遂逨週逬逳逩逺逰周，遃逨週逬逴逩逺逰周，遄逨逳逬逴逩逺週逰周，遅逨進逬逵逩逺逵周，

遆逨逴逬逶逩逺週逴周，遇逨逵逬逷逩逺週逰周，遈逨逵逬逸逩逺週逰周，遉逨逵逬逶逩逺週逰周，遊逨逷逬逸逩逺逳逵周，運逨逶逬逸逩逺逳週周；

進逴進
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達遡遢遬遥 週逮逸逺 问题二节点时间与松弛变量结果

变量类型 变量名 值 遒遥遤遵遣遥遤 遃遯遳遴

节点时间xi 遘逨週逩 逰逮逰逰逰逰逰逰 逸逮逰逰逰逰逰逰

遘逨進逩 逵逮逰逰逰逰逰逰 逰逮逰逰逰逰逰逰

遘逨逳逩 週逰逮逰逰逰逰逰 逰逮逰逰逰逰逰逰

遘逨逴逩 週逴逮逰逰逰逰逰 逰逮逰逰逰逰逰逰

遘逨逵逩 週逰逮逰逰逰逰逰 逰逮逰逰逰逰逰逰

遘逨逶逩 逳週逮逰逰逰逰逰 逰逮逰逰逰逰逰逰

遘逨逷逩 逳逵逮逰逰逰逰逰 逰逮逰逰逰逰逰逰

遘逨逸逩 逵週逮逰逰逰逰逰 逰逮逰逰逰逰逰逰

松弛变量Sij 道逨週逬進逩 逰逮逰逰逰逰逰逰 週逮逰逰逰逰逰逰

道逨週逬逳逩 逰逮逰逰逰逰逰逰 逶逮逰逰逰逰逰逰

道逨週逬逴逩 逳逮逰逰逰逰逰逰 逰逮逰逰逰逰逰逰

道逨進逬逵逩 週逮逰逰逰逰逰逰 逰逮逰逰逰逰逰逰

道逨逳逬逴逩 逰逮逰逰逰逰逰逰 週逮逰逰逰逰逰逰

道逨逳逬逵逩 逰逮逰逰逰逰逰逰 逴逮逰逰逰逰逰逰

道逨逴逬逶逩 進逮逰逰逰逰逰逰 逰逮逰逰逰逰逰逰

道逨逵逬逶逩 逰逮逰逰逰逰逰逰 進逮逰逰逰逰逰逰

道逨逵逬逷逩 逰逮逰逰逰逰逰逰 週逮逰逰逰逰逰逰

道逨逵逬逸逩 逶逮逰逰逰逰逰逰 逰逮逰逰逰逰逰逰

道逨逶逬逷逩 逴逮逰逰逰逰逰逰 逰逮逰逰逰逰逰逰

道逨逶逬逸逩 逰逮逰逰逰逰逰逰 週逮逰逰逰逰逰逰

道逨逷逬逸逩 週逮逰逰逰逰逰逰 逰逮逰逰逰逰逰逰

進逴逳
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关键路线：松弛变量为逰的作业构成，即 B逨週, 逳逩→ G逨逵, 逷逩→ K逨逶, 逸逩 。

（進）问题三求解（最低赶工费用）

要求工期T0 逽 逴逹周，遌適遮遧遯程序代码如下：

遭遯遤遥遬逺

遳遥遴遳逺

遥遶遥遮遴遳逯週逮逮逸逯逺選逻 遯遰遥遲遡遴遥逨遥遶遥遮遴遳逬遥遶遥遮遴遳逩逯 週逬進 週逬逳 週逬逴 進逬逵 逳逬逴 逳逬逵 逴逬逶 逵逬逶 逵逬逷 逵逬逸 逶逬逷 逶逬逸

逷逬逸逯逺遳逬遴逬遭逬遣逬遹逻

遥遮遤遳遥遴遳

遤遡遴遡逺

遴逽逵逬週逰逬週週逬逴逬逴逬逰逬週逵逬進週逬進逵逬逳逵逬逰逬進逰逬週逵逻

遭逽逵逬逸逬逸逬逳逬逴逬逰逬週逵逬週逶逬進進逬逳逰逬逰逬週逶逬週進逻

遣逽逰逬逷逰逰逬逴逰逰逬逴逵逰逬逰逬逰逬逰逬逶逰逰逬逳逰逰逬逴逰逰逬逰逬逵逰逰逬逴逰逰逻

遤逽逴逹逻

遥遮遤遤遡遴遡

遮逽遀遳適遺遥逨遥遶遥遮遴遳逩逻

遭適遮逽遭適遮遣遯遳遴逫遳遵遭選逻

遭適遮遣遯遳遴逽遀遳遵遭逨遯遰遥遲遡遴遥逺遣逪遹逩逻

遳遵遭選逽遀遳遵遭逨遥遶遥遮遴遳逺選逩逻

遀遦遯遲逨遯遰遥遲遡遴遥逨適逬遪逩逺遳逨適逬遪逩逽選逨遪逩逭選逨適逩逭遴逨適逬遪逩逫遹逨適逬遪逩逩逻

選逨遮逩逭選逨週逩逼逽遤逻

遀遦遯遲逨遯遰遥遲遡遴遥逨適逬遪逩逺遀遢遮遤逨逰逬遹逬遴逭遭逩逩逻

遥遮遤

运运运行行行结结结果果果详详详见见见表表表1.9：

達遡遢遬遥 週逮逹逺 问题三核心结果

指标 变量名 值

要求工期 遄 逴逹逮逰逰逰逰逰

总目标函数值 遏遢遪遥遣遴適遶遥 遶遡遬遵遥 週逳逴逹逮逰逰逰

总赶工费用 遍遉過遃遏道達 週進逰逰逮逰逰逰

节点时间和 道違遍遘 週逴逹逮逰逰逰逰

缩短时间yij 遙逨週逬逳逩（作业遂） 週逮逰逰逰逰逰逰

遙逨逶逬逸逩（作业運） 週逮逰逰逰逰逰逰

進逴逴
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核核核心心心结结结论论论：

需缩短的作业：作业遂（週逬逳）、作业運（逶逬逸）各缩短週周；

额外增加总费用最小值： 週進逰逰 元。

1.4.2 结结结果果果分分分析析析

週逮 关关关键键键路路路径径径对对对工工工期期期的的的影影影响响响：关键路径（遂逭遇逭運）上的工序延误将直接导致总工期延长，需

重点监控。例如，作业遂缩短週周、作业運缩短週周可直接将总工期从逵週周降至逴逹周，且赶工成本
最低（逷逰逰逫逵逰逰逽週進逰逰元）。

進逮 非非非关关关键键键路路路径径径的的的弹弹弹性性性利利利用用用：非关键工序（如遁、遃、遄、遅等）存在松弛变量，

如道逨週逬逴逩逽逳周，道逨進逬逵逩逽週周，可在不影响总工期的前提下灵活调整施工时间与资源分配，

避免资源闲置。

逳逮 成成成本本本与与与进进进度度度的的的平平平衡衡衡：赶工需权衡遜赶工成本逢与遜工期延误损失逢。若工期延误週周的损失

（如设备租赁费、误工费）超过週進逰逰元，则赶工具有经济合理性；反之则需重新评估。

1.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

1.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

多多多项项项目目目协协协同同同管管管理理理

在商业建筑集群项目中，可通过关键路径法协调多个子项目的进度。例如，相邻建筑的基

础施工与主体施工存在场地共享、资源共用需求，通过关键路径法统筹规划，可避免资源冲突

（如塔吊调度）与进度干扰（如土方运输交叉）。
结结结合合合BIM技技技术术术
将关键路径法与建筑信息模型（遂遉遍）结合，构建逴遄（逳遄模型逫时间维度）施工模拟。通

过可视化展示施工进度随时间的变化，提前发现工序冲突（如管线安装与墙体施工重叠）、空

间占用矛盾，辅助优化关键路径与施工方案。

风风风险险险应应应对对对与与与动动动态态态调调调整整整

针对地质变化、恶劣天气等风险，建立动态进度管理机制：

实时更新工序时间参数（如降雨导致基础施工时间延长）；

重新识别关键路径（非关键路径可能因延误转为关键路径）；

启动应急预案（如采用防雨施工措施、调整施工顺序）。

進逴逵
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1.5.2 反反反思思思总总总结结结

週逮 假假假设设设条条条件件件与与与实实实际际际的的的差差差异异异：关键路径法假设工序时间稳定、资源充足，但实际施工中工人

技能、材料质量、设备故障等均会影响工序时间。需通过历史数据修正工序时间参数（如采用
三点估计法：乐观时间、悲观时间、最可能时间），提高模型准确性。

進逮 人人人为为为因因因素素素与与与沟沟沟通通通协协协调调调：关键路径法的落地依赖各参建方（施工班组、监理、设计单位）

的协同。需建立清晰的沟通机制（如每周进度协调会），明确责任界面，避免因遜信息滞后逢遜衔

接不畅逢导致关键路径延误。

逳逮 持持持续续续改改改进进进与与与优优优化化化：随着遁遉、大数据技术的发展，可通过以下方式优化关键路径法：
基于大数据预测工序持续时间（如结合类似项目的施工数据）；

利用遁遉自动识别关键路径变化（如实时监控工序进度并预警）；

实现资源调配的智能化（如自动匹配关键工序的人力、设备需求）。

進逴逶
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案案案例例例1 正正正常常常人人人与与与中中中毒毒毒患患患者者者的的的脉脉脉搏搏搏差差差异异异

1.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

1.1.1 背背背景景景简简简介介介

假设检验是统计推断的核心方法，用于判断遜样本特征是否能代表总体的真实差异逢。在医

学、生物等领域，常需通过样本数据（如患者的生理指标）推断遜患病群体与正常群体的指标是

否存在显著差异逢，为疾病诊断、疗效评估提供依据。

1.1.2 应应应用用用目目目标标标

以遜正常人与慢性中毒患者的脉搏差异逢为研究对象，利用t检检检验验验（单样本遴检验）判断遜慢性

中毒患者的脉搏均值与正常人的脉搏均值（逷進次逯分，案例中可能笔误为逷逵，结合计算以逷逵分

析）是否存在显著差异逢，掌握假设检验的流程与逻辑，为数据科学等专业的遜医疗数据分析逢提

供方法支撑。

1.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

1.2.1 问问问题题题描描描述述述

已知正常人脉搏平均为逷逵次逯分（案例设定），测得週逰例慢性中毒患者的脉搏数据：逵逴逬 逶逷逬

逶逵逬 逶逸逬 逷逸逬 逷逰逬 逶逶逬 逷逰逬 逶逹逬 逶逷。患者脉搏服从正态分布N逨µ, σ2逩，判断在显著性水平α 逽 逰.逰逵

下，慢性中毒患者与正常人的脉搏是否有显著差异。

1.2.2 需需需求求求分分分析析析

需要通过假假假设设设检检检验验验的的的t检检检验验验方方方法法法，步骤化分析遜样本均值与总体均值的差异是遠随机波动逧还

是遠本质差异逧逢：

進逴逸



案例週 正常人与中毒患者的脉搏差异 概率论与数理统计应用案例库

明确总体与样本：总体为遜正常人脉搏逢（均值µ0 逽 逷逵），样本为遜週逰例中毒患者脉搏逢；

选择检验方法：总体方差未知、样本量小（n 逽 週逰）且服从正态分布，用单单单样样样本本本t检检检验验验；

确定判断标准：若检验统计量落入遜拒绝域逢，则认为差异显著；否则认为是随机波动。

1.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

1.3.1 问问问题题题建建建模模模

1.假假假设设设建建建立立立：

原假设H0 逺 µ 逽 µ0 逽 逷逵（患者脉搏与正常人无显著差异）；

备择假设H1 逺 µ 6逽 µ0（患者脉搏与正常人有显著差异，双侧检验）。

2.检检检验验验统统统计计计量量量：

因总体方差σ2 未知，用样本方差s2 替代，检验统计量为：

T 逽
逖X − µ0

s/
√
n
∼ t逨n− 週逩

其中， 逖X 为样本均值，s 为样本标准差，n 为样本量，t逨n− 週逩 为自由度n− 週 的遴分布。

3.拒拒拒绝绝绝域域域：
双侧检验的拒绝域为|T | > tα/2逨n− 週逩，其中tα/2逨n− 週逩 是遴分布的上α/進 分位数。

1.3.2 方方方法法法选选选择择择

采用单单单样样样本本本t检检检验验验，基于遜正态分布下，小样本、方差未知时的均值检验逢逻辑，通过计算

检验统计量T 并与临界值tα/2逨n− 週逩 比较，判断是否拒绝原假设。

1.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

1.4.1 模模模型型型求求求解解解

1.计计计算算算样样样本本本统统统计计计量量量：

样本量n 逽 週逰，样本均值 逖X 逽 54+67+65+68+78+70+66+70+69+67
10 逽 逶逷.逴；

样本标准差s 逽
√P10

i=1(Xi−X̄)2

n−1 ≈ 逵.逹逳。

2.计计计算算算检检检验验验统统统计计计量量量T：

進逴逹



案例週 正常人与中毒患者的脉搏差异 概率论与数理统计应用案例库

代入µ0 逽 逷逵，s 逽 逵.逹逳，n 逽 週逰：

T 逽
逶逷.逴− 逷逵
逵.逹逳/

√
週逰
≈ −逷.逶

週.逸逷
≈ −逴.逰逵

取绝对值|T | ≈ 逴.逰逵。

3.确确确定定定临临临界界界值值值与与与拒拒拒绝绝绝域域域：
显著性水平α 逽 逰.逰逵，自由度df 逽 n − 週 逽 逹，查遴分布表得t0.025逨逹逩 逽 進.進逶進，拒绝域

为|T | > 進.進逶進。

1.4.2 结结结果果果分分分析析析

统统统计计计决决决策策策：因|T | 逽 逴.逰逵 > 進.進逶進，检验统计量落入拒绝域，故拒拒拒绝绝绝原原原假假假设设设H0。

实实实际际际意意意义义义：在α 逽 逰.逰逵 的显著性水平下，有充分证据认为遜慢性中毒患者的脉搏与正常人

的脉搏存在显著差异逢，说明中毒对脉搏有本质影响。

1.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

1.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

跨跨跨领领领域域域应应应用用用：假设检验（遴检验、方差分析等）可推广到遜工业质量控制逢（如判断生产线

产品均值是否偏离标准）、遜社会科学调研逢（如判断不同群体的收入均值差异）等领域，核心

是遜通过样本推断总体差异的显著性逢。

方方方法法法拓拓拓展展展：若样本不服从正态分布或多组比较，可采用遜非参数检验逢（如遗適遬遣遯選遯遮 检

验）、遜方差分析（遁過遏遖遁）逢等方法，体现统计方法的灵活性。

1.5.2 反反反思思思总总总结结结

统统统计计计与与与实实实际际际的的的平平平衡衡衡：假设检验的遜显著差异逢是逪逪统计意义上的差异逪逪（排除随机波动），

但需结合实际背景判断遜差异是否有实际意义逢（如脉搏差异多大才对临床有价值）。
假假假设设设检检检验验验的的的逻逻逻辑辑辑本本本质质质：通过遜小概率事件原理逢（若原假设为真，检验统计量落入拒绝域的

概率极小，若发生则拒绝原假设），将遜总体差异的判断逢转化为遜概率事件的决策逢，体现了统

计推断的核心思想。
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案案案例例例2 全全全概概概率率率公公公式式式在在在可可可靠靠靠性性性管管管控控控中中中的的的应应应用用用

2.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

2.1.1 背背背景景景简简简介介介

自动化生产线中，工业机器人故障会导致生产线停产，造成巨大经济损失（如汽车焊接机
器人故障停产週小时可能损失百万）。全概率公式作为遜多因素影响下总概率计算逢的核心工具，

用于量化机器人各部件故障对遜整体故障停机逢的综合影响，为生产线可靠性管控提供依据。

2.1.2 应应应用用用目目目标标标

以遜工业机器人整体故障概率预测逢为核心，借助全概率公式，实现：

（週）从遜部件故障概率逢与遜部件故障导致整体停机的条件概率逢，计算机器人故障概率；

（進）指导自动化生产线的遜冗余设计逢遜运维计划制定逢，提升生产线连续运行效率。

2.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

2.2.1 问问问题题题描描描述述述

工业机器人的故障由遜驱动系统故障（A1）、控制系统故障（A2）、传感器故障（A3）、

执行机构故障（A4）逢这四类互斥且完备的事件（构成样本空间逊 的划分）导致；事件B 为遜机

器人整体故障停机逢。计算P 逨B逩，并分析各部件对整体故障的影响。

2.2.2 需需需求求求分分分析析析

数数数据据据层层层面面面：需从设备运维记录中提取遜各部件故障概率P 逨Ai逩逢，结合自动化系统冗余设计

（如传感器冗余时，P 逨B|A3逩 降低）确定遜部件故障导致整体停机的条件概率P 逨B|Ai逩逢。
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案例進 全概率公式在可靠性管控中的应用 概率论与数理统计应用案例库

方方方法法法层层层面面面：利用全概率公式整合遜部件级故障信息逢与遜部件逭整体的关联信息逢，得到遜系统

级整体故障概率逢，为生产线可靠性分析提供量化结果。

2.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

2.3.1 问问问题题题建建建模模模

样样样本本本空空空间间间划划划分分分：设A1, A2, A3, A4 为遜驱动、控制、传感器、执行机构故障逢，满足Ai∩Aj 逽

∅（i 6逽 j，互斥）且
⋃4
i=1Ai 逽 逊（完备），且P 逨Ai逩 > 逰。

全全全概概概率率率公公公式式式模模模型型型：机器人整体故障概率P 逨B逩 满足：

P 逨B逩 逽
4∑
i=1

P 逨Ai逩P 逨B|Ai逩

P 逨Ai逩 是部件i 故障的先验概率，P 逨B|Ai逩 是遜部件i 故障时，机器人整体停机逢的条件概率。

2.3.2 方方方法法法选选选择择择

采用全全全概概概率率率公公公式式式，通过遜分解逭整合逢思路：先将遜整体故障逢分解为遜各部件故障导致的子事

件逢，再利用各部件的遜故障概率逢与遜部件对整体的影响概率逢，整合得到整体故障概率。

2.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

2.4.1 模模模型型型求求求解解解

1. 获获获取取取P 逨Ai逩：从工厂机器人近週年的运维数据中，统计各部件（驱动、控制、传感器、执
行机构）的故障次数，结合运行时长，计算频率近似概率逺

P 逨Ai逩 逽
部件i故障次数

总运行单位时长
。

2. 确确确定定定P 逨B|Ai逩：结合自动化系统设计（如驱动系统无冗余时，P 逨B|A1逩 ≈ 週；传感器有

冗余时，P 逨B|A3逩 降低），通过遜故障影响时长统计逢或遜系统可靠性分析逢确定条件概率（如实

验或仿真得P 逨B|A1逩 逽 逰.逹，P 逨B|A2逩 逽 逰.逸，P 逨B|A3逩 逽 逰.逳，P 逨B|A4逩 逽 逰.逷）。

3.计计计算算算P 逨B逩：假设通过数据统计得P 逨A1逩 逽 逰.週，P 逨A2逩 逽 逰.週逵，P 逨A3逩 逽 逰.進，P 逨A4逩 逽

逰.週，代入全概率公式：

P 逨B逩 逽 逰.週× 逰.逹 逫 逰.週逵× 逰.逸 逫 逰.進× 逰.逳 逫 逰.週× 逰.逷 逽 逰.逰逹 逫 逰.週進 逫 逰.逰逶 逫 逰.逰逷 逽 逰.逳逴
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案例進 全概率公式在可靠性管控中的应用 概率论与数理统计应用案例库

2.4.2 结结结果果果分分分析析析

数数数值值值意意意义义义：机器人在生产周期内故障概率为逳逴逥，反映了当前设计下系统可靠性水平。

部部部件件件贡贡贡献献献分分分析析析：控制系统（A2，P 逨A2逩P 逨B|A2逩 逽 逰.週進）和驱动系统（A1，P 逨A1逩P 逨B|A1逩 逽

逰.逰逹）对整体故障的贡献相对较大，可作为遜运维重点逢或遜冗余设计优化对象逢。

2.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

2.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

跨跨跨领领领域域域扩扩扩展展展：全概率公式可推广到遜复杂系统可靠性分析逢（如电力系统、航空设

备）、遜风险评估逢（如金融风险中多因素对违约的综合影响）等领域，只要存在遜多互斥因素对

某事件的综合影响逢，均可通过遜分解逭整合逢的全概率思路分析。

方方方法法法拓拓拓展展展：结合遜贝叶斯公式逢可实现遜故障后对部件故障原因的反向推断逢（如已知机器

人停机，计算是某部件故障的概率）；结合遜蒙特卡洛仿真逢可处理更复杂的遜非确定型条件概

率逢场景，提升模型的适用性。

2.5.2 反反反思思思总总总结结结

数数数学学学与与与工工工程程程的的的融融融合合合：全概率公式为遜工程系统的可靠性量化逢提供了严谨的数学工具，

将遜定性的部件故障影响逢转化为遜定量的整体故障概率逢，体现了遜数学模型对工程决策（如运维

计划、冗余设计）逢的支撑作用。

模模模型型型的的的局局局限限限性性性与与与优优优化化化：全概率公式依赖遜样本空间划分的互斥性与完备性逢及遜准确的P 逨Ai逩

和P 逨B|Ai逩逢，实际中部件故障可能存在遜相关性逢（如驱动故障导致控制模块过载故障），需引

入遜联合概率逢或遜贝叶斯网络逢优化模型，反映了遜理论模型向复杂工程现实逼近逢的研究方向。
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案案案例例例3 中中中心心心极极极限限限定定定理理理在在在保保保险险险中中中的的的应应应用用用

3.1 背背背景景景简简简介介介与与与应应应用用用目目目标标标

3.1.1 背背背景景景简简简介介介

保险行业的盈亏分析依赖概率论的遜大数定律逢与遜中心极限定理逢：当投保人数足够多
时，遜个体风险逢可通过统计规律转化为遜整体可预测的风险逢。以老年人寿保险为例，保险公司

需通过量化遜死亡人数的概率分布逢，判断业务的盈亏与收益水平。

3.1.2 应应应用用用目目目标标标

以遜週逰逰逰逰逰人投保的老年人寿保险逢为场景，利用中中中心心心极极极限限限定定定理理理分析：

（週）保险公司亏损的概率；

（進）保险公司获得超过逸逰逰逰逰元收益的概率；

从而揭示保险业务遜低风险、高稳定性逢的数学本质，辅助保险产品的定价与风险管控。

3.2 问问问题题题描描描述述述与与与需需需求求求分分分析析析

3.2.1 问问问题题题描描描述述述

假设某保险公司投保人数n 逽 週逰逰逰逰逰，每人保费進逰元，死亡后赔付逸逰逰逰元，历史死亡

率p 逽 逰.逰逰進，管理费用不计，试计算：①保险公司亏损的概率；②收益超过逸逰逰逰逰元的概率。

3.2.2 需需需求求求分分分析析析

死亡人数X 服从二项分布B逨n, p逩，由于n 极大（週逰5），计算二项分布概率困难，用中中中心心心

极极极限限限定定定理理理将二项分布近似为正态分布，简化概率计算，实现对遜亏损逢遜高收益逢概率的量化。
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案例逳 中心极限定理在保险中的应用 概率论与数理统计应用案例库

3.3 问问问题题题建建建模模模与与与方方方法法法选选选择择择

3.3.1 问问问题题题建建建模模模

死死死亡亡亡人人人数数数的的的分分分布布布：设死亡人数为随机变量X，则

X ∼ B逨n, p逩 （二项分布，n 逽 週逰逰逰逰逰逌p 逽 逰.逰逰進）。

中中中心心心极极极限限限定定定理理理的的的应应应用用用：因n 极大，根据中心极限定理，X 近似服从正态分布N逨np, npq逩，

其中q 逽 週− p 逽 逰.逹逹逸，计算得逺

np 逽 週逰逰逰逰逰× 逰.逰逰進 逽 進逰逰, npq 逽 週逰逰逰逰逰× 逰.逰逰進× 逰.逹逹逸 ≈ 週逹逹.逶。

盈盈盈亏亏亏的的的量量量化化化关关关系系系：保险公司的净利润为逺

利润 逽 進逰× 週逰逰逰逰逰− 逸逰逰逰X 逽 進逰逰逰逰逰逰− 逸逰逰逰X。

3.3.2 方方方法法法选选选择择择

采用中中中心心心极极极限限限定定定理理理，将遜大样本的二项分布逢近似为遜正态分布逢，通过正态分布的概率计算

（标准化后查标准正态分布表），求解遜亏损逢与遜高收益逢的概率。

3.4 模模模型型型求求求解解解与与与结结结果果果分分分析析析

3.4.1 模模模型型型求求求解解解

1. 保保保险险险公公公司司司亏亏亏损损损的的的概概概率率率（（（利利利润润润< 逰）））：

利润< 逰 逽⇒ 進逰逰逰逰逰逰− 逸逰逰逰X < 逰 逽⇒ X > 進逵逰。

对正态分布X ∼ N逨進逰逰, 週逹逹.逶逩 标准化，令Z 逽 X−np√
npq，则：

P 逨X > 進逵逰逩 逽 週− P 逨X ≤ 進逵逰逩 ≈ 週− 逈
(

進逵逰− 進逰逰√
週逹逹.逶

)
逽 週− 逈逨逳.逵逳逹逩

查标准正态分布表，逈逨逳.逵逳逹逩 ≈ 逰.逹逹逹逸，故

P 逨X > 進逵逰逩 ≈ 週− 逰.逹逹逹逸 逽 逰.逰逰逰進。

2. 收收收益益益超超超过过过80000元元元的的的概概概率率率（（（利利利润润润> 逸逰逰逰逰）））：

利润> 逸逰逰逰逰 逽⇒ 進逰逰逰逰逰逰− 逸逰逰逰X > 逸逰逰逰逰 逽⇒ X < 進逴逰。
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标准化后：

P 逨X < 進逴逰逩 ≈ 逈
(

進逴逰− 進逰逰√
週逹逹.逶

)
逽 逈逨進.逸逳週逩

查标准正态分布表，逈逨進.逸逳週逩 ≈ 逰.逹逹逷逷。

3.4.2 结结结果果果分分分析析析

亏亏亏损损损概概概率率率：仅为逰.逰進逥，说明保险公司几乎不会因遜死亡人数过多逢亏损，体现了遜大数定律

下风险的可预测性与分散性逢。

高高高收收收益益益概概概率率率：约逹逹.逷逷逥，说明保险公司极大概率能获得超过逸逰逰逰逰元的收益，反映了保险

业务遜低风险、稳定盈利逢的特点（基于大量投保者的风险汇聚）。

3.5 应应应用用用扩扩扩展展展与与与反反反思思思总总总结结结

3.5.1 应应应用用用扩扩扩展展展

跨跨跨险险险种种种扩扩扩展展展：中心极限定理可用于遜大样本、独立风险逢的保险产品（如车险、健康险），

核心是将遜个体风险的二项分布（或其他离散分布）逢近似为正态分布，快速计算盈亏概率。

金金金融融融与与与风风风险险险管管管理理理：除保险外，该思想还可用于遜金融衍生品定价逢（如大量期权的风险汇

聚）、遜供应链库存管理逢（大量订单的需求分布近似）等领域，只要满足遜大样本、独立同分布

（或弱相关）逢，中心极限定理均可简化概率分析。

3.5.2 反反反思思思总总总结结结

数数数学学学与与与行行行业业业的的的融融融合合合：中心极限定理为保险行业的遜风险量化逢提供了关键工具，将遜抽象的
概率理论逢转化为遜可操作的盈亏分析逢，是遜数学模型驱动行业决策逢的典型案例。

模模模型型型的的的前前前提提提与与与局局局限限限：中心极限定理的有效性依赖遜大样本逢与遜独立性逢，若投保人群存
在遜相关性风险逢（如同一地区突发疾病），则死亡人数的分布会偏离正态，需引入遜遃遯遰遵遬遡函

数逢等工具优化模型。这体现了遜理论模型需与实际场景匹配，才能保证分析的准确性逢。
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